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PREFAŢĂ 


Progresele înregistrate de fizică în ultimele decenii au făcut ca în prezent 
această știință. să fie implicată în cele mai diverse domenii ale cunoașterii 
și practicii umane. 


Pentru omul modern, cunoașterea fizicii a ajuns să constituie o conditie 
educațională de vitală însemnătate a capacității sale de a se înscrie în mod 
armonios și creator într-o natură si o societate marcate din ce în ce mai profund 
de virtuțile și riscurile tehnicii. Ea este o cerință elementară, atit pentru cei 
cărora le revin functii de control, cât și pentru cei ce trăiesc și muncesc, pur și, 
simplu, într-un univers a cărui umanizare accelerată dezvăluie mereu noi 
rezerve pentru o viaţă mai bună, trezind, totodată, și unele reactii adverse în 
domeniul resurselor de materii prime şi energie și al calităţii mediului încon- 


. jurător. 


În acest context, devine evidentă necesitatea de a pune la îndemâna celui 
mai larg public cărti în care cunoștințele de fizică să fie prezentate în mod 
sistematic, riguros şi, totodată, accesibil. Acestor cerinţe autorii cărții de fată, 
în care recunosc cu plăcere pe foștii mei studenţi I. Inţa şi S. Dumitru, s-au 
străduat să le răspundă printr-o contributie de calitate. Cartea este concepută 
astfel încît să poată cuprinde pe um spaţiu relativ restrâns capitolele de bază 
ale fizicii într-o formă lesne de asimilat. Volumul de faţă cuprinde mecanica 
clasică, teoria relativității, termodinamica, fizica statistică, electromagne- 
tismul și optica. 

Autorii au optat pentru o organizare deductivă a sistemului de cunoștințe, 
construind, expunerea de la principii spre consecinţe și de la general spre 
particular. Prin aceasta ei nu au neglijat deloc latura experimentală a fizicii, 
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concentrîndu-se însă pe reliefarea semnificaţiilor experimentelor şi nu pe 
infrastructura lor tehnică detaliată. Mai mult, s-a încercat o selecție cit mai 
restrînsă a experimentelor revelatoare pentru știința fizicii. 

Acest mod de a releva baza experimentală a fizicii în contextul unei 
expuneri deductive asigură cărții un profil echilibrat, corespunzător preferin- 
telor didactice actuale. Aparatul matematic folosit implică cunostinte de ana- 
liză matematică, algebră și analiză vectorială care sînt astăzi, de regulă, la 
îndemâna unei largi clase de cititori. Văzută în ansamblu, cartea se conturează 
ca un cadru de informaţie științifică strict necesară, pe care pot fi racordate, 
după dorință, dezvoltări în direcția diverselor aplicații ale fizicii sau adînciri 
îm direcția fundamentelor acesteia. 

Cu aceste calităţi, cartea este deschisă lecturii unui public larg. Ea se va 
dovedi, utilă celor care, avînd ca preocupare diversele aplicaţii practice ale 
fizicii, dorese să-și însușească, cu un efort moderat, un ansamblu sistematizat 
și coerent de cunoștințe fundamentale de fizică. Ea poate constitui un compen- 
diu operativ și o sursă de sugestii şi pentru cadrele didactice care predau 
fizica în învățământul tehnic superior sau în licee. Studenţii facultăţilor teh- 
nice, de chimie și fizică vor avea, la rîndul lor, la îndemină, o lucrare comple- 
mentară manualelor și cursurilor universitare, alcătuită de doi buni cunoscă- 
tori ai necesităților gi profilului de muncă al studentului, a căror temeinică 
experiență este pe măsura pasiunii și devotamentului cu care s-au dedicat 
învățământului, şi cercetării de fizică. J 
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Capitolul I 


Elemente de mecanică a sistemelor 
cu un număr finit de grade 
de libertate 


$ 1.1. SPAȚIU, TIMP, SISTEME DE REFERINȚĂ 


Toate fenomenele fizice se desfăşoară în spatiu şi timp. În accepțiunea 
generală, filozofică, spaţiul şi timpul sînt forme fundamentale ale existen- 
ței lumii materiale. Într-o astfel de viziune spaţiul caracterizează întinde- 
rea, poziția reciprocă, iar timpul se referă la durata, coexistenţa| şi succe- 
siunea obiectelor şi fenomenelor realităţii obiective. Privite prin prisma, 
particulară a fizicii, spaţiul şi timpul caracterizează obiectele şi fenomenele 
fizice. De aceea, proprietăţile fizice ale spaţiului și timpului se relevă prin 
intermediul studiului proprietăţilor obiectelor şi fenomenelor fizice. 
Trebuie, însă, consemnat că studiul respectiv se tace în diferite contexte 


"şi aproximaţii. Astfel, obiectele și fenomenele fizice sînt studiate într-o 


abordare elasică (constituită de mecanica, termodinamica, fizica statistică, 
şi electromagnetismul în versiune clasică (nerelativistă şi necuantică)), 
într-o abordare relativistă (constituită de teoria relativităţii restrinsă şi 
generalizată, din teoria relativistă a fenomenelor electromagnetice) or într- 
una cuantică (constituită de mecanica cuântică, statistica cuantică, teoria 
cuantică a cîmpurilor). Rezultă atunci că, în principiu, proprietăţile fizice 
ale spaţiului şi timpului sînt indisolubil legate de abordarea (aproximaţia 
şi contextul) în care sînt studiate obiectele şi fenomenele fizice prin a căror 
comportare şi proprietăţi spaţiul şi timpul își relevă caracteristicile. În 
acest paragraf ne vom referi doar la proprietăţile spaţiului și timpului care 
se relevă prin intermediul obiectelor şi fenomenelor studiate în mecanica 
clasică, întrucît această ramură a fizicii formează obiectul de discuţie al 
prezentului capitol şi al celui următor. : e 

În mecanica clasică caracterizarea întinderii corpurilor (obiectelor) 
și a poziţiilor lor reciproce se face cu ajutorul distanțelor spaţiale, iar des- 
crierea caracteristicilor de durată, coexistență şi succesiune a fenomenelor 
se face cu ajutorul intervalelor de timp. Distanţele spaţiale se măsoară cu 
ajutorul etaloanelor de lungime, iar intervalele de timp se măsoară cu aju- 
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torul ceasurilor. În mecanica clasic 
respectivele instrumente au următoarele proprietăţi : 
— dacă lungimea a două etaloane coincide o dată, etaloanele rămîn 


a, pe baza experienţei, se admite că, 


egale în orice comparări ulterioare, inde 
relativă (unul faţă de altul); 

— două ceasuri, odată reglate pe aceeași oră iniţială, vor arăta, 
întotdeauna aceeași oră, independent de starea, lor de mișcare relativă. 
Aceste două proprietăţi arată că în mecanica, clasică, distanţele spaţiale 
Şi intervalele temporale au un caracter absolut. 

In cadrul mecanicii clasice experienţa ne arată că pentru a defini 
complet poziţia unui corp punctiform în raport cu alte corpuri în cazul + 
cel mai general este necesar şi suficient să folosim trei distanţe independente 
între ele. Această proprietate a spațiului se numește /ridimensionalitate. 
Tot experienţa ne arată că timpul este unidimensional, ceea ce înseamnă că, 
pentru a „repera în timp” un eveniment faţă de altul este necesar şi sufi- 
cient să dăm un singur interval de timp. De notat că tridimensionalitatea, 
spaţiului și unidimensionalitatea timpului sint proprietăţi stabilite experi- 
mental şi că pînă în prezent nu s-a, dat vreo demonstraţie teoretică care să 
arate de ce spaţiul are exact 3 dimensiuni (și de ce, de exemplu, nu are 
2, 4 sau 5 dimensiuni) și de ce timpul este unidimensional. 

Analiza, fenomenelor studiate în mecanica clasică arată că spaţiul 
și timpul mai au următoarele proprietăţi : 

— spaţiul este omogen, adică proprietăţile lui sînt aceleaşi în toate 
punctele sale (nu apar modificări ale respectivelor proprietăţi la deplasarea, 
dintr-un punct în altul); 

— spaţiul este izotrop, adică proprietăţile lui sînt aceleaşi după toate 
direcţiile (nu apar modificări ae respectivelor proprietăţi la rotația în jurul 
direcțiilor spaţiale) ; 

— timpul este omogen, adică diferitele momente de timp sînt identice 
între ele (nu apar deosebiri de proprietăţi ale timpului dacă ne referim 
la diferite momente de timp). 

Caracteristicile menţionate ale spațiului şi timpului se numesc pro- 
prietăţi de simetrie. De notat că aceste proprietăţi se reflectă în legi de con- 
servare a unor mărimi mecanice ale sistemelor izolate de corpuri. 

Experiențele referitoare la fenomenele studiate de mecanica, clasică 
arată de asemenea că spaţiul este plat; sau euclidian — adică relaţiile spa- 
ţiale pot fi descrise (modelate) cu ajutorul geometriei euclidiene. De men- 
ționat aici faptul că problema de a ști care este geometria (euclidiană sau 
neeuclidiană) cu ajutorul căreia se descriu (modelează) relaţiile spaţiale 
din spaţiul fizic real este o problemă de fizică și nu una de matematică. 

Reprezentarea spaţiului și timpului. prin proprietăţile menţionate 
mai sus se numeşte reprezentare clasică. Ea a fost stabilită pe baza Saa 
rienței şi se dovedește a fi aplicabilă unui număr foarte mare de feno- 
mene fizice. | 

În mecanică se folosește frecvent terme”! 1e punot mA Aleea 
menul echivalent de particulă 'punctiformă (or, simplu, particu LI Sm 
punct material se înțelege un corp pentru care se pot neglija dimensiunile 


` 


pendent de starea lor de mişcare 
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proprii in comparaţie cu distanţele pe care se mișcă şi a cărui structură 
internă nu se schimbă (şi în consecinţă, se poate face abstracție de ea) în 
decursul mișcării. După cum am mai menţionat, experiența arată că 
pentru a defini complet poziţia, în spaţiu a unui punct material în caz 
general este necesar şi suficient să cunoaștem trei distanţe în raport cu . 


Fig. 1.1.1. 


un sistem, de corpuri de referință — distanţe care trebuie să fie indepen- 
dente între ele. Dacă sistemului de corpuri de referință i se ataşează un set 
de axe în raport cu care putem defini în mod univoc poziția oricărui punct 
din spaţiu obținem un sistem de axe de referinţă. Cel mai frecvent este folosit 
sistemul cartezian de axe de referinţă, format din trei axe concurente într-un 
punct; şi reciproc perpendiculare între ele două cîte două (vezi fig. 1.1.1, a). 


Reperarea poziției punctelor spaţiului în raport cu un sistem de axe 
de referință se face cu ajutorul unui set de trei parametri independenţi 
între ei, care alcătuiesc un sistem de coordonate ; valorile parametrilor res- 
pectivi pentru un punct dat reprezintă coordonatele punctului considerat. 
În raport cu sistemul de axe cartezian se folosesc următoarele sisteme de 
coordonate : coordonatele carteziene (%, Y, 2), coordonatele cilindrice (p, e, 2) 
şi coordonatele sferice (r, pọ, 0) (vezi fig. 1.1.1, b, ce şi d). Desigur că poziţia, . 
unui punct în spaţiu poate fi definită cu ajutorul oricăruia dintre sistemele 
de coordonate amintite şi, în consecinţă, între coordonatele aceluiași punct 
exprimate în diferite sisteme de coordonate trebuie să existe anumite relaţii 
de legătură. Respectivele relaţii sînt date în tabelul 1.1.1. : 


Dacă la sistemul de axe de referință, prevăzut cu un sistem de coor- 


“donate, adăugăm un dispozitiv care permite, printr-un procedeu. bine 


definit, reperarea timpului, obținem ceea ce se numeşte sistem de referinţă. 

În concepţia, clasică asupra proprietăţilor spaţiului şi timpului se 
admite că un punct material se găsește în orice moment într-un: punct 
bine determinat al spaţiului şi că, în consecință, coordoriatele lui sînt bine 
determinate. Coordonatele unui punct material definesc poziția respecti- 
vului punct în raport cu sistemul de referinţă ales. În cazul unui sistem de 
puncte materiale este evident că pozitia sistemului este dată prin ansamblul 
poziţiilor punctelor constituente şi deci definirea poziţiei sistemului trebuie 
să se facă în principiu prin precizarea coordonatelor tuturor punctelor. 
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În p actică de multe ori, însă, între coordona; 
există anumite relaţii matematice de legă, 
coordonatele punctelor din sistem să 
coordonate ale particulelor din acela 


tele punctelor dintr-un sistem 
tură, ceea ce face ca unele din 
se poată exprima, în funcţie de alte 
ȘI sistem. De aici rezultă că pentru 


Tabelul 1.1.1 


C oordonatele 


Carteziene Cilindrice Sferice 
În funcție de : 
coordonatele il ra oi ngo 
a RR i N NN NN NN 
Carteziene Di p= y 22 + yê i ma Vaz FFA 
X, Y, Z Y= p; p = arctg (+) p = arctg V- 
Tt z 
22 r] 
z= Ac E E tt 
CTO era 
Cilindrice x = p Cos p DS r=Ve+z 
P Pz y = esine (= (7 p= 9 
z=z z= z 0 = arctg pr 
z 
Sferice x = r sin 0 cos e p = rsin 0 r=r 
r, ọ, 0 y = rsin O sin e p= p= 
T 08116) z = r cos 0 $= 0 


, 


definirea poziției unui sistem de particule nu este întotdeauna necesar să 
precizăm un număr de coordonate egal cu numărul total de coordonate 
al tuturor particulelor din sistem. Coordonatele independente necesare 
pentru a defini complet poziția unui sistem de particule formează setul 
„gradelor de libertate al sistemului. În funcţie de acest set avem de a face cu : 
(i) sisteme cu un set finit (şi desigur numărabil) de grade de libertate, (ii) sis- 
teme cu un set numărabil de grade de libertate al căror număr la limită, 
tinde la infinit şi (iii) sisteme cu un set infinit şi nenumărabil (continuu) 
de grade de libertate. În prima categorie de sisteme intră sistemele formate 
dintr-un număr finit de puncte materiale distincte şi sistemele de corpuri 
absolut rigide, în a doua categorie — așa numitele sisteme statistice, iar 
în a treia — aşa numitele medii continue (fluide şi solide deformabile), 
în care de fapt nu mai avem puncte materiale discrete, ci o distribuţie 
continuă a materiei. G 
Modificarea în timp a poziţiei sistemelor materiale se numeşte mts- 
care mecanică. Studiul acestei mișcări formează obiectul de investigație 
al mecanicii. Mecanica clasică se bazează pe proprietăţile clasice ale spa- 
ţiului și timpului (proprietăţi prezentate mai sus). Cmc, be. 
După cum am menţionat mai sus, studiul fenomenelor fizice şi, în 
particular al celor mecanice, necesită alegerea unui sistem de referință în 
raport cu care să se facă descrierea fenomenelor respective. Evident că 
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există o infinitate de sisteme de referință, care se mișcă arbitrar unul faţă 
de altul. Întrucit distanţele spaţiale şi intervalele temporale sè definesc 
în raport cu sistemele de referință și deoarece în relaţiile matematite care 
exprimă legile fizicii intră distanţe spaţiale şi intervale temporale, este de 
presupus că legile naturii nu au aceeaşi formă de exprimare matematică 
în toate sistemele de referință. (Alegind un sistem de referință arbitrar 
se poate ajunge la situația că legile unor fenomene foarte simple să ia forme 
foarte complicate.) De notat că presupunerea menţionată a fost atestată 
de experienţă. Natural că atunci problema care se pune este aceea de a 
alege un sistem de referință asttel încît în raport cu el legile fizicii să capete 
forma cea mai simplă. Un asemenea, sistem ar fi cel mai comod pentru 
descrierea fenomenelor fizice. Pentru a găsi un sistem de referință cu carac- 
teristicile menţionate ar trebui să pornim de la cazul mişcării celei mai 
elementare. O astfel de mișcare este mişcarea unei particule atît de îndepăr- 
tată de orice alte corpuri încît să se poată neglija interacțiunea, ei cu aceste 
corpuri. Mișcarea particulei respective se numeşte mișcare liberă. Experienţa, 
ne arată că dacă două particule aflate fiecare în mișcare liberă sînt, la un 
moment dat, în repaus relativ (respectiv în mișcare relativă cu o viteză V) 
ele rămîn tot timpul în repaus relativ (respectiv în mişcare relativă, recti- 
linie şi uniformă cu aceeași viteză V). De aceea este convenabil să alegem 
un sistem de referință ale cărui axe de referință sint legate solidar de o 
particulă care se află în mişcare liberă. Un astfel de sistem de referință se 
numeşte inertial. 

Din cele prezentate mai sus rezultă că un sistem de referinţă, ce se 
mişeă rectiliniu şi uniform faţă de un sistem de referință inerţial este şi 
el inerţial. Evident că există o infinitate de sisteme de referință inerţiale. 
De notat aici că în raport cu sistemele de referință inerțiale spaţiul este 
omogen (diversele puncte ale spaţiului sint echivalente între ele) şi izotrop 
(diversele direcţii spaţiale sînt echivalente între ele). Un sistem de referinţă 
care se mişcă arbitrar (nu rectiliniu și uniform) faţă de un sistem de refe- 
rință inerţial este neinerțial. În raport cu un sistem de referință neinerțial 
spaţiul nu mai este în general nici omogen nici izotrop. 

În volumul de faţă majoritatea fenomenelor fizice vor fi descrise în 
raport cu sisteme de referință inerţiale și, de aceea, în general nu vom mai 
specifica, de fiecare dată că este vorba de un astfel de sistem. Cazurile de 
excepţie (cînd descrierea fenomenelor fizice se face în sisteme de referință 
neinerţiale) vor fi menţionate în mod explicit (vezi, de exemplu, cap. II). 


$ 1.2. ELEMENTE DE MECANICĂ NEWTONIANĂ 
A PARTICULELOR ŞI SISTEMELOR | 
DE PARTICULE 


în descrierea mişcărilor mecanice folosim noţiunea de punct mate- 
rial sau particulă punctiformă. Un corp poate fi asimilat cu un punct 
material dacă dimensiunile corpului sint neglijabile în raport cu distanţele 
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pe care el se mișcă şi dacă în problemele luate în studiu se poate face abstrae- 
ție de structura internă a corpului. Posibilitatea de a asimila un corp cu 
un punct material depinde de contextul concret al problemei studiate 
Astfel, Pămintul în mişcarea sa anuală în jurul Soarelui poate fi considerat 
ca un punct material (în această mişcare dimen- 

3 siunile proprii ale Pămîntului sînt neglijabile în 
comparaţie cu distanţele pe care el se mișcă, 

iar de structura lui internă se poate face abstrac- 
ţie). Pe de altă parte, Pămintul nu mai poate fi 
considerat ca un punct material cînd studiem 
mişcarea sa de rotaţie diurnă în jurul propriei 
axe (deoarece dimensiunile Pămîntului nu mai 
sînt neglijabile în raport cu distanţele pe care 
se tace mişcarea) sau cînd studiem mișcările 
seismice : (deoarece în aceste mişcări nu mai 
putem face abstracţie de structura internă a 
Fig. 1.2.1. Pămîntului, tocmai respectiva - structură fiind 

cea care se modifică în decursul mişcării). 


Poziţia unei particule punctiforme în raport cu un sistem de referință 
poate fi precizată cu ajutorul vectorului de poziţie (numit și rază vec- 
toare) r (fig. 1.2.1). 

` Dacă folosim coordonatele carteziene %, y şi z, atunci r poate fi 
scris sub forma 


r = vi + yj + 2k e AEA 


unde i, j şi k sînt versorii celor trei axe de coordonate. Deoarece, în general, 
particula se mişcă, raza ei vectoare r este, în general, funcţie de timpul t, 
adică iati 

r = r(t) = ai + 9(bi + 20. (1.2.2) 


descrie particula în mişcare este tocmai curba pe care o 
imi Si AI. în cursul variaţiei sale ca funcție de t și se 
numeşte traiectoria particulei. Mișcările particulelor pot fi clasificate după 
forma geometrică a traiectoriilor. Astfel, avem mişcări rectilinii (traiee- 
ţoriile fiind linii drepte) şi mișcări curbilinii (care pot fi la rîndul lor cam 
lare, eliptice, spirale etc., după forma geometrică a traiectoriei). Derivata 
în raport cu timpul a vectorului de poziţie, adică mărimea 


de 


Il 

Il 

l 
| 

i 
| 

+ 
| 
| 


v 


= gi p yj +k = vi t y Hok (1.2.3) 


e viteză a particulei. Mărimile v, 2, Și v, Sînt componentele 


A eră Derivata în raport cù timpul a vitezei, adică 


carteziene ale vitezei. 
Li 


12 = 


mărimea 


a=- TYT = ai +j Hk = oi t yj H ok = 


= ai + yj + ak (1.2.4) 


se numeşte acceleraţie a particulei, mărimile ap, a, și a, fiind componentele 
carteziene ale accelerației. După felul accelerației mișcările se împart în: 
uniforme (a = 0), uniform variate (daJdt = 0) şi variate (daJdt + 0). 

„Pe traiectoria, unei particule se poate defini parcursul s(t), egal cu 
lungimea arcului de curbă descris de particulă, măsurat din locul unde se 
afla, particula la ¢ = 0 pînă la locul unde ea se află la momentul t (fig. 1.2.2). 
Din faptul că, la limită, lungimea unui arc infinitezimal de curbă devine 
egal cu lungimea coardei care-l subintinde, rezultă că vectorul 


ral (1.2.5) 
= —— s. 
ds i 

este un vector de modul egal cu unitatea, adică un versor (figura 1.2.3). 

Deoarece la limită dr devine tangent la traiectorie, înseamnă că, şi t este 

tangent la traiectorie. De aceea, t este numit versor al tangentei la traiectorie. 
În general, pentru o mişcare arbitrară, t variază în timp, adică 

qt = q(t). Din faptul că t este versor se poate scrie 


te ll ÎN (1.2.6) 
de unde, prin derivare în raport cu parcursul s(t), se obține | 

dr | 

— t=. 1.2.1, 

ds (1.2.7) 


Această, relaţie arată că vectorul dr/ds este normal pe versorul t. Dacă 
se scrie Sa 


(1.2.8) 


n reprezintă un versor normal pe qt, numit şi versor normal la traiectorie. 
Mărimea p definită de (1.2.8) se numeşte rază de curbură a traiectoriei (în 
punctul considerat). În funcţie de versorii t şi n, prin relaţia i 


b=rxn (1:2.9) 


se poate defini un al treilea, versor b numit versor binormal. Versorii t, 
n și b formează un triedru, care desigur că se deplasează o dată cu particula, 
pe traiectorie. De aceea, triedrul respectiv: se numește şi triedru însoțitor 
(sau urmăritor) (fig. 1.2.4). Triedrul format de qt, n și b defineşte trei plane 
numite : plan osculator (definit de t și n), plan normal (definit de n şi b) 
gi plan de rectificare (definit de b și 7). 
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3x Fi : . 

Să vedem cum sînt orientați vectorii viteză v 
cu triedrul însoțitor (adică în raport cu versori 
(4.2.3) și (1.2.5) se vede că se poate scrie 


şi acceleraţie a în raport 
17 n și b). Din relaţiile 


dt F TETE, ET 20095 (1.2.10) 


Fig. 1.22, Fig. 1.2.3. Fig. 1.2.4. 


Acest rezultat arată că vectorul viteză este orientat după direcţia ver- 
sorului q, adică tangent la traiectorie şi că modulul vitezei v = |v| este egal 
cu derivata (ds/dt) a parcursului s în raport cu timpul. Din relaţiile (1.2.4), 
(1.2.8) şi (1.2.10) se vede că se poate serie í 


dv a æ dt ds Fads 
= To — -pe o m O a r = 


a0 e azi 
so ou a dt d db E e E 


_ (da. ds), ds a). n MERE 
G ( ds dt ) vidt dt pl ai dt? 
A 2 
TER n aeon ag (1.2.11) 
p> (EER 


Acest rezultat arată că vectorul accelerație a este conținut în planul oscu- 
lator-al traiectoriei (planul definit de t şi n). Mărimile T= (d?s/dt?) res- 
pectiv a, = (%?/pẹ) se numesc componente tangențială respectiv normală 
ale vectorului accelerație a. Evident că întrucît tin sînt perpendiculari. 
între ei, modulul vectorului accelerație poate fi calculat prin relaţiile 


a=|a| e í dis ) 4 (cae „0232 


dt? p 


Petit sama 


În cinematică, se 
mărime se defineşte în fel 


defineşte şi aşa numita viteză areolară. Această 
ul următor. În timpul infinitezimal dt raza vec- 


E 10 NE T „mătură” un sector de suprafaţă dS dat de relaţia, 
Ti dă la: 
ds d Ji ? 1 
= Odeja Se > NEX de = eea  (1.2.13) 

De aici se defineşte viteza areolară prin relația ; 

dS a 4 dr 

—— = — [rxv]. 1.2.14 i 

T Ie xv| ( ) 


Caracteristicile mișcării prezentate mai sus prin Ý 
intermediul vectorilor de poziție (r), viteze (v) şi acce- Td? 
lerații (a) relevă proprietățile cinematice (geometrice,spa- ` 
tio-temporale) ale mişcărilor corpurilor materiale. Res- dS 
pectivele caracteristici nu ne spun nimic despre legătura PAE 
şi corelațiile ce există între mişcările respective ale unor ip, 
corpuri (particule) şi existența sau mișcarea altor particule. Or experi- 
ența ne arată că mişcarea unor corpuri dintr-o anumită zonă a spațiu- 
lui depinde (este influenţată) de existența şi mișcarea altor corpuri 
aflate în alte zone ale spaţiului. Această dependență este manifestarea 
principală a interacțiunii corpurilor. Desigur că un studiu al mișcărilor 
corpurilor trebuie să fie făcut în strinsă legătură cu studiul interacţi- 
unilor dintre corpuri. Un studiu al interacțiunilor trebuie să „Televe 
pe de o parte modul de manifestare a respectivelor interacțiuni şi pe 
de altă parte natura lor. fizică. În mecanica clasică respectivul studiu se 
întreprinde numai din punctul de vedere al stabilirii unor carac- 
teristici mai importante ale interacțiunilor, fără a exista vreo preocupare 
(interes) pentru natura fizică intimă a interacțiunilor. (Astfel de preocupări 
intră în atenţia altor capitole ale fizicii cum sînt electromagnetismul şi 
fizica particulelor elementare.) $, i sa 

Evident, un studiu al mişcărilor mecanice, care, pe lingă, aspectele 
cinematice (legate de poziţii, viteze şi acceleraţii), să ia în considerare şi 
aspecte legate de interacțiuni, trebuie să se bazeze pe un set; de ipoteze și 
postulate (preluate și „distilate” din experiență). Setul acestor ipoteze 
și postulate trebuie ca, pe lingă ipotezele referitoare la proprietăţile spa- 
ţiului şi timpului, să mai conţină şi ipoteze suplimentare referitoare la 
modul de manifestare al interacțiunilor., Aceste ipoteze suplimentare în 
mecanica clasică sînt formulate sub forma a trei legi fundamentale sau 

ostulate, cunoscute sub denumirea de legile dinamicii sau legile lui 
Behor Respectivele legi se exprimă în felul următor : ERAN 3 

Legea întîi (sau principiul inerției) : un corp îşi păstrează starea de 
repaus sau de mişcare rectilinie şi uniformă atit timp cît asupra lui nu se 
pese vreo acţiune din exterior (din partea altor corpuri). i PT), 

Legea a doua (sau principiul forței) : dacă asupra unui corp acţionează, 

forţă F ca expresie a interacțiunii corpului respectiv cu alte corpuri, 
N forţă determină o moditicare,în timp a impulsului p al corpului 
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după legea 


dp/dt = F. (1.2.15) 
s Legea a treia (sau principiul acţiunii şi reacţiunii) : dacă un corp A 
acţionează asupra unui alt corp B cu o forţă F,,, atunci la rindul său B 


(pi ngazi asupra lui A cu o forţă egală și de sens contrar cu Fo, adică 
cu forța 


De NE E (1.2.16) 


Observaţie. De reținut că sistemele de referință în raport cu care se formulează cele 
3 legi ale dinamicii sînt prin exclusivitate doar sistemele de referință inerțiale, în care — trebuie 
reamintit — spaţiul este omogen și izotrop, iar timpul omogen. 


Legea întii este, după cum se poate vedea ușor, o consecință, nemijlo- 
cită a faptului că sistemele de referinţă, inerţiale sînt concepute ca, fiind 
ataşate de particule aflate în mișcare liberă (adică, nesupuse nici unor inter- 
acțiuni cu alte corpuri). În legea a doua impulsul p este o măsură a mişcă- 
rii corpului în cauză şi este legat de viteza v a corpului respectiv prin relaţia 


(1.2.17) 


m fiind masa corpului. Forţa F este o măsură a interacțiunii corpului con- 
siderat cu alte corpuri. Interacțiunea respectivă, determină (cauzează) o 
modificare a stării de mişcare a corpului, absenţa interacțiunii lasă corpul 
să execute o mişcare liberă. Din relaţiile (1.2.15) şi (1.2.17) se vede că masa 
este o măsură a inerţiei corpurilor, adică o măsură a proprietăţii lor de a-şi 
păstra mișcarea liberă, (deoarece cu cît masa unui corp este mai mare trebuie 
o forță mai mare pentru a scoate corpul respectiv dintr-o stare de mişcare 
liberă și a-i imprima o anumită variaţie (modificare). dp/dt a impulsului 
(deci a măsurii mișcării). Din aceste motive relația (1.2.15) nu numai că 
exprimă legea a doua a dinamicii, dar ea poate fi privită şi ca reprezentind 
relaţia de definiţie a masei. Legat tot de relaţia (1.2.15) trebuie adăugat că, 
forța F şi impulsul p sînt mărimi aditive. De aici rezultă că variaţia, impul- 
sului cauzată de două forțe diferite este egală cu suma variațiilor impulsului 
cauzate de fiecare forță în parte. Această afirmaţie exprimă principiul 
independentei actiunii fortelor. ; s 

În mecanica clasică se admite că masa este o mărime constantă care 
nu depinde de viteză, de timp sau de alți parametrii cinematici. De aceea, 
ținînd cont de (1.2.17) și de (1.2.3) legea a doua a dinamicii (1.2.15) se poate 
scrie şi sub forma / ; 


p = mv 


miT i. eiae 


dt? 
Aceasta reprezintă ecuația vectorială a mişcării unei particule. În cazul 
coordonatelor carteziene (vezi $ 1.1) din (1.2.18) se obţin următoarele 
„ecuaţii scalare de mişcare 
de E er ee Meteo up 


= Ly y? 3 
di? 


m 
dt? ; dt? 


F, F, şi F, fiind componentele carteziene ale vectorului forță. 
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PRE pe 


aatia 


Gaa 


ayi 


f 


Ecuațiile (1.2.18) 


a : şi (1.2.19) sînt ecuaţii diferenţiale. Prin integrarea 
lor se obţin funcţia, vectorială, 


ESEU Um tag) (1:2.20) 
respectiv funcţiile scalare 


E] 


2 = (i, Oir 03), y = lt, Ca, Ca, 2=a2(t, 0 0s) (1.2.2) 


unde t reprezintă variabila timp, iar C}, C>, ..., 0g sint constante de inte- 
grare. Pentru a determina valorile acestor constante sînt necesare date 
suplimentare, care de obicei se dau sub forma condiţiilor inițiale prin indi- 
carea valorilor mărimilor 


To = T(0), vo = v(0) 
19240), 120 =02(0); Yo = 90), vo=V (0); 20=2(0), 020—07(0). (1.2.22) 


Din relaţia (1.2.15) rezultă următoarea, lege de conservare a impulsului unei 
particule : dacă forța F care acţionează asupra unei particule este nulă 


(F = 0), impulsul particulei rămîne constant deoarece “P. =.0 ) Deoa- 
t 


rece p = mv şi masa este o niărime constantă înseamnă că o particulă, 
care-şi conservă impulsul execută o mişcare liberă (v = const.). 

Din relația (1.2.18) scrisă pentru F z 0 rezultă că masa m este o 
măsură a inerției particulei (adică o măsură a proprietății particulei de 
a-şi păstra mişcarea liberă). Aceasta deoarece, pentru a produce o modifi- 
care dată (caracterizată prin mărimea d’r/dt?) a mișcării particulei față de 
mişcarea liberă (inerțială), este nevoie de o forță cu atît mai mare cu cît m 
esté mai mare. i 

* O altă mărime care intervine în caracterizarea stării dinamice“ de 
mișcare a unei particule este momentul cinetic L definit prin relaţia 


L=r x p- da: (1.2.23) 
Dacă se face derivarea în raport cu timpul a lui L şi se ţine cont de rela- 
tiile (1.2.3), (1.2.15) şi (1.2.23) se obține următorul şir de relaţii 


uE U ae ri au =v Xm +rxF= 
dt dt di 
i = 0+rxF=M 


adică ecuaţia de evoluţie a momentului cinetic 


Lu, (1.2.24) 
dt. 
Mărimea M ='r x F se numeşte moment al Jortei F în raport cu originea, 
axelor de coordonate. ; i 


ie~ 


2 — c, 1414 41 


/ 


Din relaţia (1.2.24) rezultă următoarea, lege de conserv 
cinetic al unei particule : dacă momentul forței ce 
particule este nul (M = 0), momentul ci 
conservă (deoarece dL/dt = 0). 

O altă mărime care se întilneşte în studiul mișcării mecanice a parti- 
culelor este lucrul mecanic, care se defineşte în felul următor : dacă, o par- 

ticulă supusă acțiunii unei forțe F 
suferă o deplasare elementară dr (fig. 
1.2.6) spunem că forța F a efectuat 
asupra particulei un lucru mecanic ele- 
mentare òx definit prin relaţia, 


„d = F -dr = F dr cosa. (1.2.25) 


Lucrul mecanic efectuat de forța F pen- 
tru deplasarea pe o distanță finită, 
de-a lungul unei curbe 0 între punctele 
I şi 2 (de raze r, şi r,) (fig. 1.2.6) este 
dat de relaţia i 
2 
` Fig. 1.2.6 Li = N 
Fi 1 


are a momentului 
j acționează asupra unei 
netic al particulei respective se 


A =Ç F- dr. (1.2.26) 
ra (C) ; 

În relaţiile (1.2.25) şi (1.2.26) folosirea simbolului ò indică faptul că mări- 

mea, ò% nu este o diferențială totală exactă şi deci că lucrul mecanic Z3 

depinde, în general, de curba pe care se face deplasarea între punc- 

tele 1 şi. 2. 

În caracterizarea dinamică a stării de mişcare a particulelor se folo- 
seşte de asemenea mărimea fizică numită energie cinetică. Definirea acestei 
mărimi se poate. face prin rescrierea relației (1.2.25). Dacă se ţine cont de 
relaţiile (1.2.3), (1.2.15) şi (1.2.25) se poate serie 

: 1 e 
3 =F-dr = = - vdt = d(mv) - v= a(z) = d(T) 
t 


sau òL = dT (1.2.27) 


unde mărimea T = Eva reprezintă energia, cinetică a particulei. 
2 


ia, (1.2.27) reprezintă forma diferenţială, (sau locală) a legii variaţiei 
pie a în formă integrală (sau globală) legea respectivă se exprimă . 
prin relaţiile 


Ta 2 2 
da=] F-ar=f w=] LA a p 
1 


r1 1 


m mè 
2 


- (1.328) 


i ă, că i e F între punctele 7 
stă relație arată că lucrul mecanic efectuat de forța F între puncte 
pE de poziție r, și r2) este egal cu variaţia energiei cinetice între 

aceleași puncte (poziţii). 
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= O forță care are proprietatea că lucrul mecanic efectuat de ea între 
două puncte nu depinde de traiectoria pe care se face deplasarea, între cele 


două puncte (fig. 1.2.7) se numeşte conservativă. O asemenea, forță, satis- 
face relaţia 


Ta fa 

| E: dr =4 F-dr. (1.2.29) 
Ta (C°) ra (0%) 

Din această relaţie rezultă că lucrul mecanic efectuat 

de o forţă conservativă pe un contur închis este nul, 

adică rezultă relaţia, 


Fig. 1.2.7 


f F-dr=0 - (1.2.80) 
(c) 


(wnaed semnifică integrala pe un contur închis o). De aici prin apli- 
(C) ; 


carea teoremei Stokes rezultă, 
$ Pat N (Yx F)* dS | (1.2.31) 
(C) S(C) 


unde S$(0) reprezintă o suprafață netedă (fără singularități) arbitrară, care 
se sprijină pe conturul 0, iar dS este un vector normal la elementul de arie 
dS, şi de modul |dS| = dS. Relaţia (1.2.31) fiind adevărată pentru o supra- 
față S arbitrară, rezultă că ea implică relația 


y xF=0. (1.2.32) 


Atunci rezultă că forța F este de forma 


l da 
; BE 970) ep a a A) (1.2.33) 
\ ôg oy 02 


întrucît V x(V V)=0 oricare ar fi V. Se poate foarte ușor vedea că în 
cazul unei forţe conservative lucrul mecanic al forţei este legat nemijlocit; 
de variaţia funcției V. Din acest motiv funcţia V = V(r) este denumită 
energie potențială a particulei (considerate) în poziţia r. Afirmațiile anteri- 
oare pot fi ilustrate cu următorul şir de relaţii . 


„8 „9 N ; 
527 =F -dr=— yV dr= Ska die R] "(ide +jdy + kde) = 
0a oy 02 ; 


E AANTEEL T a — ar. (1.2.34) 
3x ôy ðz ` 
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De aici, prin integrare de- 
ȘI Ta, Se obţine 


a lungul unei traiectorii care trece prin poziţiile r 


Ta 2 ToS 
A =( F dr =| dW = =N AY = V(r) — Vir) (1.2.35) 
1 1 


Ey 


Acest rezultat ne arată că energia potențială într-un punct r, se poate 
defini în funcție de valoarea ei într-un punct r, prin relaţia 


Ve) = Vie) + rar. (1.2.36) 


n 


Deoarece punctul r, se poate alege arbitrar rezultă că energia, potenţială, 
se defineşte pînă la o constantă arbitrară (V(r.)). Pentru cimpurile de forță, 
pentru care: V(r,) — V(r2) rămîne finit cînd Ira—r,| > œ (cu ry r, + 0). 
se poate alege zeroul scării energiei potențiale astfel încît lim VEO; 


Atunci din (1.2.36) şe poate scrie iaf >0 


Vr) = — Ear fara, (1.2.37) 


co 3 


Această, relaţie arată că, pentru cîmpurile de forță de tipul menţionat, 
energia potenţială a unei particule într-un punct r este egală și de semn 
«contrar cu lucrul mecanic necesar pentru a aduce particula de la -infinit 
în punctul respectiv. . ; 
Să mai consemnăm o relație referitoare la energia unei partieule 
supusă acțiunii unei forțe conservative. Din relațiile (1.2.27) şi (1.2.34) 
rezultă relația : 


d(T + 7) = dB = 0 (1.2.38) 


adică mărimea H = T + V — numită energia mecanică totală a parti- 
culei — rămîne constantă în timp. Relaţia (1.2.38) reprezintă legea de 
conservare a energiei mecanice pentru o particulă supusă acţiunii unei 
forțe conservative. 
Să prezentăm acum citeva consideraţii referitoare la mișcarea meca- 
nică a sistemelor de particule. Fie un sistem format din N particule punc- 
tuale de mase m, ma, ..., My, ale căror poziții sînt date de vectorii 
ry To - : - T y Și ale căror impulsuri sînt pı, Pz ---, Py. Pentru un asemenea 
sistem, în conformitate cu legea a doua a dinamicii, se pot serie relaţiile 


N. SS 
dp, — F =F® + § P, . (1.2.39) 
4 Sf 


unde. F, reprezintă forţa totală care acţionează asupra particulei î, Rp) 
forța care acţionează asupra particulei + din partea unor corpuri 
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aflate în exteriorul sistemului de particule, iar F, forță care acţio- 


K asupra particulei i din partea particulei j din interiorul siste- 
mului. Legat de forțele F,, trebuie notat că, în conformitate cu legea a 
treia a dinamicii (1.2.6), ele satisfac relațiile - 


F, = — F,. (1.2.40) 


_ Problema directă a dinamicii sistemelor+de particule constă în afla- 
rea funcțiilor vectoriale r, = r,(t) (care dau poziţiile particulelor în funcţie 
de timp) pornind de la cunoaşterea forțelor F, şi integrarea ecuaţiilor 
(1.2.39). Problema inversă a dinamicii sistemelor de particule constă în 
aflarea, prin intermediul ecuaţiilor (1.2.39), a forțelor F, pornind de la 
cunoaşterea vectorilor de poziţie r, ca funcţii de timp (adică a funcțiilor 
vectoriale r, = r,(t)). 

Să stabilim acum citeva relaţii pentru mărimi ce caracterizează un 
sistem de particule în ansamblul său. Din (1.2.39) prin însumare şi ţinînd 
cont di (1.2.40) se obţine - 


AP LEF, = FDI y F= y FOFO (1.241 
Ad A CLA i Aiat ah TE £ că ; ) 
i+j 


N dp, N d2 d2 N 
po ue — (m) = - r) = — 5 ma 
y i A 7 iVi z de (mur) de 2 ili 
a s 
2 la 3, MF; 2 
= 4 Ji MeS = die = gli (1.2.42) 
dt? i=1 N dt? dt? ' 
L m 
i=1 
cu 
N 
N 5 MT 
M= Ym, R= . (1.2.43) 
i=l J m; 
i=1 


Mărimea M reprezintă masa totală æ sistemului de particule, iar R 
defineşte poziția unui punct numit centru de masă (sau centru de inerție) 
al sistemului de particule. Din (1.2.41) şi (1.2.42) rezultă relația 


ES 
i = FO, (1.2.44) 


Această relație arată că centrul de masă al unui sistem: de particule se 
mișcă asemenea unei particule de masă egală cu masa totală a sistemului, 
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plasată în respectivul centru 


rezultanta forţelor exterioare. Din relaţiile ante 
interioare F, nu exercită nici 
de masă. 


Impulsul total al sistemului de particule prin definiţie este egal cu 
suma impulsurilor particulelor din sistem, adică, 


şi asupra, căreia, acționează o forță egală cu 


i rioare se vede că forțele 
o influență asupra mișcării centrului 


P= $ = Y my = — Y mr, =MR =M. (1.2.45) 
c éi fal di 2 dt 


Din (1.2.43)— (1.2.45) rezultă relația 
Ap — po, 2 (1.2.46) 
di 


De aici se vede că dacă rezultanta forţelor exterioare ce acţionează 
asupra unui sistem de particule este nulă (F® = 0), atunci impulsul total 
al sistemului se conservă (deoarece dP/dt = 0 şi deci P = const.). Această 
afirmaţie exprimă legea de conservare a impulsului total pentru un sistem 
de particule. Din (1.2.45) se vede că viteza V a centrului de masă este 
constantă dacă impulsul total al sistemului se conservă. 

Momentul cinetic total al unui sistem de particule se defineşte prin 
relaţia, 


L= L= YXP. (1.2.47) 
TȚinînd cont de relaţiile (1.2.39) şi (1.2.40) putem scrie relațiile 


dL- 


(6 lg Nici, N dp, 
n 5 Xp = 9 tip, a 7, = 
dt dt A su A dt K È i dt 
N dr dr; N y (5 y a 
= t xm; — XF, = EXE T r;,xF; = 
> PX dt i „dt za A ; : A pi Xa 


itj 


i j= 
i+j 


N EA 
= r, XP + a X (0 xE; + XE) = 
s= 1 


N N . 
= 5 IX Ele 2 T m: — r) X Fy (1.2.48) 
i ea 


ă i iți ticulei î în 
in fig. 1.2.8 se observă că r, — 1y defineşte poziția par € y 
ai = eră j. Dacă presupunem că forpa F, cu care particula è 
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e na d asupra, particulei j este orientată în lungul direcţiei ce uneşte 
particulele respective — adică pe direcţia vectorului r, — r} — vom avea 
Din (1.2.48) obţinem 


L iu 5 r, RD Z EMP =M” (1.2.49) 
dt rez | i î=l i 


unde M® reprezintă rezultanta momentelor forțelor exterioare. Din (1.2.49) 
se vede că dacă rezultanta momentelor forțelor exterioare care acţionează 


= 
I 

= 

== 


T 


— 
Fi i A i Fig. 1.2.9 0 


asupra unui sistem de particule este nulă (MY = 0), atunci momentul cine- 
tie total al sistemului se conservă L = constant (deoarece dL/dt = 0). 
Această afirmaţie reprezintă enunţul legii de conservare a momentului 
cinetic total al unui sistem de particule. (De precizat; că această lege este 
îndeplinită numai dacă sînt îndeplinite relaţiile (r; —r,) X Fu = 0). 

Să exprimăm acum momentul cinetic total L al unui sistem de 
particule în funcție de impulsul total P al sistemului. Din (1.2.47) şi 
ținînd cont de figura 1.2.9 putem scrie următorul şir de relații 


i=l 3 


t= 


N N N 
L=ġ§ L= X=} [(r, —R) + R] x p; = 
i=l 
N | N Di 
DF (e —R) X pF RX [> p| _ Lou + RXP. (1.2.50) 
 î=l 1=1 


dă e pE 3 : 

Mărimea Leu = }, (t: — R) xp, reprezintă momentul cinetic al sistemului 
i=1 d 

în raport cu centrul de masă și este numit moment cinetic intern al siste- 

mului de particule. Din (1.2.50) se vede că momentul cinetic total L se 


N 
poate exprima în funcţie de impulsul total P = Y}, p, al sistemului de par- 


i=l 
ticule. Se observă uşor că termenul RxP din expresia lui L depinde de 
alegerea originii O a sistemului de referință (deoarece, după cum se vede 
din fig. 1.2.9, vectorul R depinde de această alegere). Totodată se observă 
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cá nici vectorul r; — R (care dă poziţia, particulei i în raport cu centrul de 
masă) şi nici impulsul p, (al particulei i) nu depind de respectiva, alegere. 
În consecință, momentul cinetic intern Low al unui sistem de particule este 
independent de alegerea originii sistemului de referință, și este invariant 
(rămîne nemodificat) față de orice schimbare a respectivei origini. 

Să prezentăm acum citeva, relaţii energetice referitoare la un sistem 
de particule. Dacă sub acţiunea, forțelor F, particulele din sistem suferă, 
deplasările dr, atunci forțele respective, în ansamblul lor, efectuează, 
lucrul mecanic : 

N N N 
3 = Y F,- dr, = 5 FP: dr, + Y Fy dr, (1.2.51) 
1=1 i=l ij=1 
ij 

Ținînd cont de relațiile (1.2.39) şi de faptul că dr, = vidt şi că p, = M Vi 

se poate scrie: 


A N N dp N 1 N: 
d = Fr, = 3 t wat = F dim) ua [7 y mot | 
$=1 i=1 i=1 1=l 
(1.2.52) 
Mărimea, 
J N 
I= a y m; v? (1.2.53) 
i=1 


se numeşte energie cinetică totală a sistemului de particule. Relaţia, (1.2.52) 
se transcrie în relaţia, 


d = AT (1.2.54) 


care arată că lucrul mecanic elementar al tuturor forţelor care acționează 
asupra particulelor din sistem este egal cu variația energiei cinetice totale 
a sistemului. - 


Să exprimăm acum energia cinetică totală a unui sistem în funcţie 
de viteza V a centrului de masă. Ținînd cont de relaţiile (1.2.43) şi (1.2.45) 
se poate scrie ` 


i=1 


T=} 5 mV (WP = S mV + S mV- (w — V) + 
2 a Pi 2 fi 
N 


zi CEE E ay V- tm) 
i za y mv; — VP = ay : £ m+ V.: y NV; — DA M 


i=l i=1 i=1 y i=l 
qi N Sji i ` 
le wa = ÎL V2M + 
T 2 AR mv; ) 2 
N A 
N DX MaN N e ZU 
+V Emy y: Y mi e ze Biti 
ial 5 mg îi = 


i=l 
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adică energia cinetică totală a sistemului se poate serie sub forma 


1 N 
T = MV? + Y = miv — VP. (1.2.55) 


A 


Se observă că V reprezintă viteza centrului de masă şi v; — V reprezintă 
viteza, particulei i în raport cu centrul de masă. Atunci relaţia (1.2.55) 
7 în 


arată că energia cinetică a unui sistem de par- 
ticule se compune din doi termeni: energia ci- 
netică legată de mişcarea centrului de masă 


4 


1 = în ME SR De a 
a M V? |şi energia cinetică a mişcărilor par- 


ticulelor în raport cu centrul de masă. Fig. 1.2.10 


Vom arăta acum că în cazul unui sistem. formav din două particule 
energia, cinetică a sistemului se poate exprima prin doi termeni : unul 
corespunzător mișcării centrului de masă şi unul corespunzător mişcării 
relative a particulelor una faţă de alta. Să considerăm două particule de 
mase m, şi m, şi de vectori de poziţie r, şi rą. Mişcarea relativă a celor două 
particule este descrisă (fig. 1.2.10) de vectorul 


r =T) =T (1.2.56) 


Pe de altă parte, conform cu (1.2.43), pentru un astfel de sistem vectorul R 
al centrului de masă 0 este definit prin relația 


mr, + mr, = R(m, + m) = RU. y (1.2.57) 


Din relaţiile (1.2.56) şi (1.2.57) se pot exprima vectorii r; și r, în funcție 
de r şi R prin formulele ; 


TE (mit MR) n 2 E (MR — mar). (1.2:58) 
Atunci akei cinetică a sistemului se poate exprima în următoarele forme 
T=} mit + Z mi = MR ap, (289) 

unde mărimea | 
pi Ma (1.2.60) 
m, + Ma : 


3 gasi à E iza RS € 
se numeşte masă redusă a sistemului de două particule. i 
ESEE la discutarea expresiei (1.2.51) a lucrului mecanic efectuat 


N Yv A 
de forțele F, =FP + $ Fp. Dacă presupunem că atît forțele externe 
j=l, jt z 


Li 
` 
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FP cît şi i j 
Ă şi forțele interne F, sint conservative atunci se poate defini o 


energie potenţială a sistemului i 
a a cele ului de particule. Pentru forțe conservative: 


i A day 
FP=— VVP = Fr (1.2.61) 
E A 
za Ale PE x ô z = VVy = — Fu. 


Atunci lucrul mecanic dat de (1.2.51) se poate transcrie în felul următor 


N N N (E) 
d = pă EP - dr, + X F,-dr; = — X a aa AL 
i=1 ij=1 Tal dr, 
iżj f 
ay N PEN 
= ar, = — a(S PE + 2 S Vah (02462) 
521 dr; fal 2 
izj i+j 
Mărimea 
N 1 N 
v=5 POE S Vu (1.2.63) 
ii 2 iti 


reprezintă energia potenţială totală a sistemului de particule. Ea cuprinde 
doi termeni : energia potenţială a sistemului în cîmpul forţelor externe 


N 
È TR) şi energia potențială de interacțiune reciprocă a particulelor 
i=1 


din interiorul sistemului (a > Vu) Din (1.2.50) şi (1.2.51) rezultă 
ij=li+j 
: 53 = —4V. (1.2.64) 
Combinind această relaţie cu (1.2.42) se obţine 
| dE =d(7+ V)=0 (1.2.65) 
sau 
E = T + V = const. (1.2.66) 


E se numeşte energie mecanică totală a sistemului de particule. 

Relaţia, (1.2.66) arată că dacă forţele ce acţionează asupra unui sistem 
de particule (atit cele externe cît şi cele interne) sînt conservative atunci 
energia, mecanică totală E a sistemului se conservă. 

Referindu-ne în general la forţele F, care acţionează asupra unui 
sistem de particule trebuie reţinută următoarea precizare : la ora actuală 
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în fizică se admite că toate forțele fundamentale (primare) de interacțiune 
între particulele materiale sînt forţe conservative. Forțele neconservative 
(cum sînt, de exemplu, forțele de frecare) nu sînt decît aproximaţii grosiere, 
mediate macroscopic, ale acţiunii forţelor fundamentale. Forţele necon- 
servative apar doar între corpuri care nu mai pot fi considerate puncti- 
forme, deoarece structura lor internă joacă un rol ce nu poate fi neglijat. 

r Legile mişcării mecanice menționate mai sus sînt locale în raport cu 
timpul în sensul că ele se referă la o valoare dată (locală) a timpului. Pe 
lingă această categorie de legi se mai pot scrie şi legi (relații) referitoare la 
valori medii în timp ale mărimilor mecanice. Definim valoarea medie în 
timp <B> a unei mărimi mecanice B = B(r,, Va t) referitoare la un sistem 
de particule, prin relaţia 


E 


(B) = lim =È Bir, Va t)dt. (1.2.67) 
0 


t0 T 
Fie acum pentru un sistem de particule mărimea scalară 
N | 
G= pr; (1.2.68) 
i=] 


p: şi r, fiind impulsurile respectiv vectorii de poziţie ai particulelor din, 
sistem. 'ȚPinînd cont de (1.2.39) şi (1.2.53) se poate serie 


AG Ne N fe: at T N 
EN e Ao e A m + Y FE n= 
dt i=l i= i fai 
N- 
= opas ȘI Fr,” (1.2.69) 
1=1l 


T fiind energia, cinetică totală a sistemului și F, forța care acționează 
asupra particulei i. Dacă mișcarea sistemului este periodică or dacă este 
finită (adică sistemul se mişcă în regiuni finite ale spaţiului şi energia lui 
totală şi alte mărimi referitoare la sistem în întregime sînt finite) se 
vede uşor că 


A =). (1.2.70) 
di 
Atunci din (1.2.67)—(1.2.70) rezultă 
1 N, i 
CD = — h YEs rY - (1.2.71) 
Zi 


Mărimea din partea dreaptă a acestei relaţii se numeşte virialul sistemului, 
"iar relaţia este cunoscută sub denumirea, de teorema virialului. 
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| Dacă cîmpul de forțe F, ce acţionează asupra sistemului este conser- 
vativ evident că se poate scrie 


N Noe 
$ Fr = A (V: V) r, = — 


îl i=l í=1 


SFV ôV əy 
By e aa Y A A 
(amp A amd rea, i 
unde V este energia potențială a sistemului. Să considerăm cazul particu- 
lar cind V este o funcție omogenă de ordinul n în funcție de variabilele v, 
Yi 2 cind ea satisface relația : 


V(Azi Ayn Mi) = WY (t Yo 20: (1.2.73) 
Derivind aici în raport cu à şi punînd apoi à = 1 rezultă relația Euler 
z ( ôy 2V 


ov 
Deca Ra a T 7) = WV (wi Yo Za (2A) 


Pentru cazul menționat din (1.2.71)— (1.2.74) rezultă că teorema varialului 
(1.2.71) capătă forma particulară 
XK TY = Vy. (1.2.75) 
Pe 'de altă parte pentru un astfel de sistem are loc conservarea ener- 
giei, adică \ ; 
THV S= DSE = const. ` (1.2.76) 
Atunci pentru sistemul considerat mediile în timp <T> şi < V> ale energiilor 
cinetică şi potenţială se exprimă în funcție de energia totală a sistemului 
E, prin relaţiile i ey 
n 2 
T E» <V) = 
Sie 'n +2 é ©- mw+2 


B (1.2.77) 


(de notat că <E) = EB = Bp). 


$ 1.3. LEGĂTURI ȘI COORDONATE GENERALIZATE 


Din cele prezentate în paragraful anterior rezultă că studiul mişcă- 
rilor mecanice ale sistemelor de particule, în sensul de a afla vectorii de 
poziţie r, ai particulelor, ca funcţii de timp se reduce la aflarea forțelor F; 
și apoi la integrarea sistemului de ecuaţii 


d?r, A 
= F < T s TSOA 
Mi de i ik (1.3.1) 
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Realizarea, efectivă a respectivului studiu este îngreunată, în multe 
cazuri de interes practic, de faptul că sistemul de particule poate să fie 
supus la anumite legături care sînt dificil de luat în consideraţie în sistemul 
de ecuaţii (1.3.1) (mai exact în expresiile forțelor F,). Prin legături se înţeleg 
constringerile care îngrădese mişcarea sistemului obligînd particulele să, 
se mişte numai în anumite domenii restrinse ale spaţiului. De exemplu, 
o particulă plasată în unul din capetele unei bare rigide care are celălalt 
capăt prins printr-o articulaţie de un punct fix va fi obligată să se miște 
pe o suprafață sferică. Sau, un alt exemplu, o particulă plasată într-un vas 
închis cu pereţii rigizi se poate mişca doar în domeniul reprezentat de volu- 
mul interior al vasului. Legăturile se pot caracteriza de regulă prin anu- 
mite relaţii matematice. Asttel în exemplul particulei obligate să se mişte 
pe o suprafaţă sferică legătura poate fi caracterizată prin relaţia 


æ + y +22 = Re (1.3.2) 


dacă sfera se ia de rază R şi cu centrul plasat în originea axelor de coordo- 
nate, v, y şi z fiind coordonatele carteziene ale particulei. În cazul exem- 
plului cu particula închisă într-un vas legăturile pot fi exprimate prin 
relațiile 


o<s<IL, 0O<y<L O0<z<.L (1.3.3) 


dacă vasul se ia de forma unui cub cu latura L, avind muchiile paralele cu 
axele de coordonate şi un colţ plasat, în originea axelor. 

Legăturile descrise matematic prin egalități (ca de exemplu (1.3.2)) 
se numesc legături bilaterale. Cele care nu se pot descrie prin egalități (ca, 
de exemplu legătura descrisă de (1.3.3)) se numesc legături unilaterale. 
Clasificarea legăturilor la care sînt supuse mișcările mecanice se face și în 
funcție de faptul dacă relaţiile matematice care le descriu conţin sau nu 
timpul în mod explicit. Legăturile a căror exprimare matematică nu con- 
ţine explicit timpul (ca, de exemplu, cele exprimate de (1.3.2) şi (1.3.3)) se: 
numesc legături staționare (sau seleronome). Cele a căror exprimare mate- 
matică conţine explicit timpul se numesc legături mestaționăre (sau reo- 
nome). Ca exemplu de legătură reonomă putem da legătura la care este 
supusă o particulă obligată să se miște pe o suprafaţă sferică antrenată, 
într-o mişcare rectilinie și uniformă cu viteza V (w, 0, 0). O asemenea legă- 
tură se descrie prin relaţia 


(æ — w) +y + 22 = R. | (1.3.4) 


Pentru mişcările particulelor existența legăturilor este echivalentă, 
cu existenţa unor forțe suplimentare, care constring mişcările respective 
să se desfăşoare doar în domeniile permise de legături. Aceste forţe supli- 
mentare trebuie luate în considerare la scrierea ecuaţiilor de mișcare şi la 
integrarea lor. Or, în cele mai multe cazuri, expresia analitică concretă 
a acestor forțe suplimentare este dificil de găsit (în sensul că nu dispunem 
de anumite principii generale care să ne permită găsirea relativ Uşor a 
forțelor suplimentare care se datoresc legăturilor). De aceea, in general, 
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existenţa, legăturilor creează dificultăți pentru studiul mişcărilor sistemelor ` 
de particule. 

În cazul legăturilor bilaterale exprimate prin egalităţi în care intervin 
coordonatele dificultățile menționate pot fi ocolite prin folosirea, coordona- 
telor generalizate şi rescrierea ecuațiilor de mişcare în limbajul respecti- 
velor coordonate. Să vedem în continuare ce sînt coordonatele generalizate. 
Un sistem format din N particule punctiforme, ale căror mișcări nu sînt 
supuse la nici un fel de legături, este caracterizat prin 3N grade de libertate, 
pe care le descriem cu ajutorul a 3N variabile (de regulă, coordonate carte- 
ziene). Dacă sistemul este supus la, legături bilaterale care se exprimă prin 
egalităţi matematice, atunci între cele 3N variabile există k relații de legă- 
tură, şi deci cele 3N variabile nu mai sînt complet independente între ele. 
Într-o asemenea situaţie pentru caracterizarea completă a stării sistemului 
de particule sînt necesare şi suficiente 3N — k variabile independente 
între ele. Un astfel de sistem de variabile, pe care îl vom nota generic prin 
Ia (lao) e See k), formează un sistem de coordonate generalizate. 
De notat că un acelaşi sistem de particule poate fi descris cu ajutorul 
a diferite sisteme de coordonate generalizate. Astfel, de exemplu, pentru o 
particulă constrinsă să se miște într-un plan se pot folosi fie coordonatele 
carteziene w şi y fie coordonatele polare p și ọ (vezi fig. 1.1.1 şi tabelul 
1.1.1). De consemnat în plus faptul că variabilele folosite drept coordonate 
generalizate nu au obigatoriu dimensiunea de lungime (cum au coordona- 
tele carteziene) ; ele pot fi şi mărimi de altă natură ca mărimi unghiulare 
sau mărimi cu dimensiune de impuls, moment cinetic sau energie. 

Să prezentăm în continuare citeva, sisteme de coordonate genera- 
lizate care pot fi folosite în descrierea poziţiei unei particule constrinse să 
se miște pe o suprafaţă : plană (fig. 1.3.1, a), sferică (fig. 1.3.1, b), cilin- 
drică (fig. 1.3.1, c) sau conică (fig. 1.3.1, d). Pentru cele patru situaţii 
seturile de coordonate generalizate cu ajutorul cărora se poate defini în 
mod univoc poziţia particulei sînt date în tabelul 1.3.1. Tot în același tabel 
se indică şi relațiile prin care coordonatele carteziene w, y şi z ale particulei 
se exprimă în funcție de coordonatele generalizate. ; 

În exemplele menționate mai sus apar următoarele mărimi constante 
(care nu'sînt variabile): (b) r — raza sferei, (c) ọ — raza cilindrului şi 
(d) A = tg 0, 0 fiind unghiul de deschidere al conului (fig. 1.3.1, d). Din 


Fig. 1.3.1 
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Tabelul 1.3.1. 


Situaţia din Coordonatele carteziene în funcţie de 


figura 1.3.1. k Coordonatele generalizate 
y z 


ii ti mi S O S E IE EI 


a qı q2 0 i CS 
sau 

(1 COS Qa qı Sin 93 0 MP ST 

b r cos Qin q2 | rsin q sin ga T COS da MP =ð 

c p cos qı p sin q, q2 = A C 

d Aq, Cos da Aga sin qı da MP =Z 


tabelul 1.3.1 rezultă că în cazul mișcării unei particule pe o suprafață 
(ca în exemplele citate mai sus) coordonatele carteziene (1,2 = 
= (a, Do X3} = (2, y, 2) ale particulei se exprimă în funcție de coordona- 
tele generalizate prin relaţii de forma, 


Li = Zid 42). (1.3.5) 
Vorbind la modul general putem spune că coordonatele carteziene 


(22, = (2 (Y) (Z) (0 (Wa (22 -- > (0 (Vw (2) 


ale unui sistem de N particule ale căror mişcări sint supuse la legături 
exprimate prin k relaţii, se pot exprima în funcție de coordonatele geneza- 
lizate {q}; I” sub forma 


2, = tl) = Zid lz -- - n-e). (1.3.6) 


$ 1.4. ECUAȚII LAGRANGE 


Să revenim la problema, descrierii mișcării unui sistem de N puncte 
materiale supus la legături bilaterale exprimate prin k egalităţi în care sint 
implicate coordonatele. Dacă notăm generic cu (za = (7 (Y) (2, 
(22 (Y)a (2) -- -, (0) (V)a (2)u) ansamblul coordonatelor carteziene ale 
celor N particule atunci problema studiului menționat se reduce la pro- 
blema studiului sistemului de ecuații diferențiale 


BE 
> Deea = pp E ao AI (1.4.1) 
dt? i 
(cu m, = (m), = (m) = (m)s masa primei particule, ş.a.m.d.) în condiţiile 
cînd mai avem satisfăcute relaţiile Pe 
(Da ay + - ASN) = oA 0=1, 2, seo) (1.4.2) 
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care descriu legăturile bilaterale. După cum a 
tul precedent încorporarea, relaţiilor (1.4.2) 
trebuie făcută prin intermediul unor forțe 
rilor asupra sistemului de particule. Expresia analitică concretă a respec- 
tivelor forțe este însă în general greu de stabilit şi de aceea. studiul mişcă- 
rilor sistemului cu ajutorul ecuațiilor (1.4.1) implică dificultăți. În con- 
tinuare vom prezenta o modalitate de studiu a mişcărilor sistemului care 
să evite dificultățile menționate. 

Date fiind relațiile (1.4.2) aşa cum am precizat şi în paragraful pre- 
cedent pentru a caracteriza complet starea, sistemului putem folosi un set 
de coordonate generalizate (q;)5-. ($ = 3N — k). Coordonatele carteziene 
{2n}n=1 ale particulelor se pot exprima în funcție de coordonatele genera- ' 
lizate (q,)5_, prin relaţii de forma 


Ta = Lall) = Balli laa 05), (n = 1, Pe a SN: (1.4.3) 


Atunci problema descrierii mişcărilor, sistemului cu ansamblul relaţiilor 
(1.4.1) şi (1.4.2) poate fi formulată ca o problemă a descrierii mişcărilor 
respective în funcţie de coordonatele generalizate. Din (1.4.3) prin derivare 
în raport cu timpul se obţine 


m menţionat şi în paragra- 
in ecuațiile de mişcare (1.4.1) 
care exprimă acţiunea legătu- 


Aaa a Caen (pe zi SE LD SE . 
Pa = = d; Lr = = 9; d; = — q; (1.4.4) 
> ôq ; ij=1 09:09 - > 09, 


unde d, = (dg,/dt) şi d; = (d2q,/dt?) reprezintă vitezele și acceleraţiile. 
generalizate.  Introducînd cea de a doua din relaţiile (1.4.4) în (1.4.1), 
amplificînd cu 2z,/2q, şi însumind după indicele m obținem 


2N Ga aa GU e aN Dap EL G | IN GEMA 
Mn | — dd + a Ul =Q 

2 e| 09, i j=1 Oqi ôq paaa N oqa l 0l i 2 { ôl, 

(1.4.5) 
Mărimea i . 
3N ôx. 

— 9 pn (1.4.6) 

0 = D Pee | 


o numim forţă generalizată corespunzătoare (asociată) coordonatei generali- 
zate qı. Pentru a justifica această denumire este suficient să calculăm lucrul 
mecanic 327 corespunzător unor schimbări infinitezimale în poziţiile parti- 
culelor, schimbări descrise de deplasările infinitezimale dz, sau, echivalent, 
' de variațiile infinitezimale dgq,. Ținînd cont de (1.4.3) şi de (1.4.5) lucrul 
respectiv se poate serie sub forma 


3N C SN 9 ô s 
3 = Y Pda, = Y, Yi T Ta ag, = ŞI Qag (1.4.7) 
i n=1 La n=] l=l ôq l=1 ] 


Această imă relatia arată o3 înt i i 
den aa relaţie arată că intrucit Q, > dq, reprezintă un lucru mecanic 
lementar este justificat să denumim pe Q, forţă generalizată corespun- 
zătoare coordonatei generalizate g,. A 


Energia cinetică T a sistemului de particule se poate serie sub forma 


p= tS Madi = = 5 1 5 Ce (i pie E 
pe ntn — TA m 2 i = — A d. d . 
2 n=l 2 kal z ij=l 0q, ôdi - a; 2 2, gi P 
i | (1.4.8) 
Din această relaţie putem serie 
G 3N SOET 0; 
E a Ma z neg 1.4.9 
09, n=l AX, ôq: Oqi Cd, i i 
ôT ENI < Oz 0% 
> SEE Ii = Ma y Tae i 14.10 
i 09, A Zi ôli: ôq 5 l 
d ( 2 ) ex £ e 0 Dyr OT 
ee | ZE => m dd t 
dt | aq, D 1 2, ôdi ôd; ôq săi 
WF a 5, Ola O T3 i Pete i ȘI p 5 ILa La i (a 11) 
= E ; d; P a . „e 
n=1 "raai di Oq: 04. | n=1 ES dq; ôdi ; - 


Se vede acum uşor că din (1.4.5), (1.4.9) şi (1.4.11) rezultă relaţiile 


gt: (e LE Sa ` (1.4.12) 
dt | ôq: dq 


Acestea, sînt tocmai ecuaţiile Lagrange. Ele sint ecuațiile de mişcare 
ale sistemului de particule scrise în -funcție de coordonatele generalizate . 
(913. Desigur că energia cinetică T şi forţele generalizate 40.) trebuie 
în acest caz scrise ca funcţii de coordonatele generalizate {qı}i-ı Și de 
vitezele generalizate (dia. O proprietate remarcabilă a ecuaţiilor Lagrange 
este aceea că ele au aceeaşi formă analitică de exprimare indiferent de setul 
de coordonate generalizate (gi)iza CU ajutorul căruia se descrie starea 
sistemului. În particular, în cazul unui sistem nesupus nici unei legături 
(deci pentru care numărul k al ecuaţiilor de legătură (1.4.2) este, nul) 
ecuaţiile Lagrange au aceeaşi formă de exprimare (1.4.12) chiar şi cînd 
pentru descrierea sistemului drept coordonate generalizate (quiz: 
E. (s = 3N — k = 3N) folosim coordonatele carteziene tirg 
5.o În cazul cind forțele F, ce acționează asupra particulelor din sistem . 
sînt conservative se poate scrie 


ȘI | a y (uana) 
E- | 33. 


A 3 — c. 1414 
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unde V = V (vp) = V(t, Xa ---, ay) reprezintă, energia potenţială a, 
sistemului de particule scrisă ca funcție de coordonatele carteziene (a a 
Ținînd cont de (1.4.3) se vede că putem serie energia potenţială V ca funcţie 
de cgordonatele generalizate {q} -1 sub forma $ 


V = V(z(q.)) = Vla). (1.4.14) 


„_ "Ținind cont de (1.4.13) şi (1.4.14) forţa Q, definită de (1.4.6) se poate 
scrie sub forma 


3 . 
Q, = yE Ec = — . E e r 1.4.15 
> . og n LA ôq ôq l 2 


Deci se vede că în cazul cînd particulele sînt supuse acţiunii unor forțe 
(Panzade tip conservativ, forța generalizată Q, se poate exprima ca derivata 
parțială a energiei potențiale V în raport cu coordonata generalizată d 
luată cu semn schimbat. 

Introducind (1.4.15) în (1.4.12) şi ţinînd cont de faptul că în cazul 
conservativ energia potențială V nu depinde de vitezele generalizate 
{å} ecuaţiile (1.4.12) se transcriu în forma 


d 5 
i [e ) = 0 Fi (1.4.16) 
di (94, ôq 
unde 
A I E A - 4 (1.4.17) 


Mărimea 2 poartă denumirea de lagrangeian (sau funcție Lagrange) a . 
sistemului de particule. Ecuațiile (1.4.16) reprezintă ecuațiile Lagrange 
pentru cazul cînd particulele se mişcă într-un cîmp de forțe conservative. 

De notat: că atunci cînd lucrăm cu ecuaţiile Lagrange energia cine- 
tică T, forțele generalizate Q, energia potenţială V şi lagrangeianul £ 

_se scriu ca funcţii de coordonatele generalizate (q,);-. şi de vitezele genera- 
lizate fă... Astfel, pentru o particulă constrinsă să se miște pe una 
din suprafeţele reprezentate în fig. 1.3.1, expresia lagrangeianului particulei 
este dată în tabelul 1.4.1. 

Ecuațiile Lagrange din punct de vedere matematic, sint ecuaţii dife- 
renţiale de ordinul doi în raport cu coordonatele generalizate {i-i 
Integrarea acestor ecuaţii diferențiale conduce la găsirea coordonatelor 
generalizate ca funcții de timp, adică a funcțiilor q; = q(t). Această inte- 
grare rezolvă complet problema studiului mişcărilor mecanice ale siste- 
mului de particule, deoarece funcțiile q, = q:(t) odată cunoscute (ceea ce 
asigură şi cunoaşterea vitezelor generalizate d = dilt) ca funcţii de timp) 
asigură definirea univocă a stării mecanice a sistemului. Acest mod de 
studiu al mişcărilor mecanice, bazat pe ecuațiile Lagrange înlocuieşte 
studiul bazat pe ecuațiile newtoniene (1.4.1) complementate cu relațiile 
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Situaţia din j 


fig. 1.3.1. Coordonatele generalizate Lagrangeianul unei particule de masă m ce se mișcă pe suprafața 
E R E] din fig. 1.3.1. 
Q= X, Q= y m . . 
r Bi £ = a da + 92) — Vha 42) (1.4.18) 
ai UA : 
Mp a=? g= (ai + 0) — Vv de) (1.4.19) 
bonda aalo a E 
m . - 
b n= 9 q=0 g= -> PR sint ga + 02) — Va da) (14.20) 
ÎN AP O OO UN 
m À sz 
c n= P, =z se = (Ph + 03) — Wio da) (1.421) 
PNR N E A E a 
m s m : 
d q1 = P, h57 £ = aa Aa g+ S (A2+-1)q2— V(t, 92) (1.4.22) 


: (1.4.2), care exprimă legăturile bilaterale. Se observă că în varianta de 
studiu: bazată pe ecuațiile Lagrange nu trebuie adăugate suplimentar 
relații care să exprime legăturile, cum trebuie făcut în varianta bazată pe 
ecuațiile Newton. Această particularitate a formalismului ecuațiilor 
Lagrange se datorește faptului că restricţiile (constrîngerile) impuse de 
legături sînt incorporate în aparatul matematic al formalismului prin ale- 
gerea coordonatelor generalizate. Particularitatea menţionată a forma- 
lismului ecuaţiilor Lagrange (de a nu necesita scrierea unor relaţii supli- 
mentare care să exprime legăturile) face de multe ori folosirea acestui 
formalism mai avantajoasă (sub aspectul calculelor matematice) decît 
formalismul ecuaţiilor Newton (în care trebuie incluse întotdeauna relaţii, 
suplimentare la ecuaţiile Newton, care să exprime legăturile). 

Să adăugăm acum încă o observaţie referitoare la ecuaţiile Lagrange. 
În forma generală (1.4.12) sau în forma, conservativă (1.4.16) respectivele 
ecuaţii au fost deduse în ipoteza că legăturile la care este supus sistemul 
sînt staţionare (adică funcţiile f; = fiz,) din (1.4.2) şi Sa = P(Q) din 
(1.4.3) nu depind explicit de timp). Se poate demonstra uşor că ecuaţiile 
Lagrange sînt adevărate şi în. cazul cînd legăturile sint nestaţionare 

' (deci cînd în.locul funcţiilor (1.4.2) şi (1.4.3) avem funcțiile fy = fi(2m t) 

ŞI La = Vally t) dependente explicit de timp). l e 
Ca şi varianta generală (1.4.12) varianta conservativă (1.4.16) a 
ecuațiilor Lagrange are aceeaşi formă de exprimare independentă de setul 
de coordonate generalizate {q:}i-1 folosit pentru descrierea stării sistemului 
' de particule. Aceasta face posibilă folosirea ecuaţiilor Lagrange conserva- 


tive (1.4.16) şi în cazul sist 
carteziene (rai = {t)r (9) (2) (02 (Va (2 


emelor nesupuse la legături, cu coordonatele 


e3 (2), (9) (2) 
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pe post de coordonate generalizate (qi (e = 3N 
Intr-un asemenea caz ecuațiile Lagrange (1.4.16) 


, k fiind egal cu zero). 
se scriu sub forma 


e ôP 9 E pa: 
dt 0z, Or, i j Sh i i $ Va sr ) S-a) 


Uneori în locul coordonatelor carteziene (7,X, se folosese coordona- 
tele vectoriale {r}, reprezentind vectorii de poziţie ai particulelor din 
sistem. Intr-o astfel de notație vectorială ecuaţiile (1.4.23) se transcriu 
sub forma; 


d 02 ) 0.L 
di ( ôr; 
d ` 
cu v, = r, De reținut că fiecare ecuație vectorială de tipul (1.4.24) conține 
de fapt trei ecuații scalare de tipul (1.4.23). Independenţa formei ecuațiilor 
Lagrange de setul de coordonate generalizate (q,)5-, face posibil ca în 
studiul mișcărilor sistemelor de particule să se folosească cu uşurinţă şi 

“alte tipuri de coordonate decit cele carteziene (de exemplu, coordonate 
sferice sau cilindrice; vezi fig. 1.1.1). Această posibilitate de alegere a 
coordonatelor poate fi folosită, în vederea simplificării integrării ecuaţiilor 

„Lagrange privite ca ecuaţii diferenţiale. Bineînţeles că scrierea ecuaţiilor 
Lagrange în funcție de un set dat de coordonate generalizate {qd} =- necesită 
în primul rînd serierea lagrangeianului sistemului ca funcţie de respecti- 

vele coordonate. Dăm în tabelul 1:4.2, lagrangeianul unei particule ce 


execută o mişcare nesupusă nici unei legături, exprimat în coordonate : ` 


carteziene, sferice şi cilindrice (vezi şi fig. 1.1.1 şi tabelul 1.1.1). Generali- 
zarea expresiilor respective ale lagrangeianului, pentru cazul unui sistem 
de mai multe particule este, evident, un simplu exerciţiu de calcul. 


` ; ) Tabelul 1.4.2 


Tipul de Coordonatele 
coordonate generalizate 


dano iodain aae Ea za ENI EEE RE 


Lagrangeianul unei particule 


3 e ST ap pei $n 
Carteziene Q= T, g =Y, f =Z LER (2 + 02 + 48) — Vin de q3) (1.4.25) 
, ` Sa m `o 2 to > 4 2. j2) zi 
Sferice Mr, Q= Pas 0 SP (ae Aa dm. de 41` 43 
— V(t de» 4) € GaN 
l e r a = (1.4.27 
Cilindrice D= Pi A= P D= 2 “da (CH + 02 03 +98) Va de 43) ( ) 
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0, AR îndoaie N) (1.4.24). 


`A F DFEN AAT i T “pi i EA i 
Să facem acum citeva observaţii asupra mărimilor „ Din 


ôdi 


(1.4.25) se vede că mărimea 


DP 
T mh = mo = mi, = Da (1.4.28) 
dd 


are semnificatie de impuls (mai exact reprezintă componenta za impul- 
sului cartezian). De aceea, prin analogie, mărimea 
Da 


dd, 


pi = (1.4.29) 


se numeşte impuls generalizat conjugat cu coordonata generalizată qr- 
În conformitate cu această definiţie pentru o particulă ce se mişcă în pre- 
zenţa, legăturilor reprezentate în figura 1.3.1 impulsurile generalizate sint 
date în tabelul 1.4.3. (vezi şi tabelul 1.4.1). În tabelul 1.4.4 sînt date impul- 
surile generalizate pentru o particulă nesupusă nici unor legături, æ cărei 
poziție este dată cu ajutorul a diferite seturi de coordonate generalizate : 
carteziene, sferice, cilindrice (vezi și tabelul 1.4.2)., (In tabelul 1.4.4 pe 
lîngă notaţiile (p)?2. ale impulsurilor generalizate s-au indicat şi notaţiile 
(pa) (a = x, Y, Z, T, 0, e, p) folosite în mod frecvent pentru -respectivele 
impulsuri). : 

Din tabelele, 1.4.3 şi 1.4-4 se vede că impulsurile generalizate {p} 
nu au numai semnificații (şi dimensiuni) de impulsuri obişnuite (cum sint 
de exemplu (pi?-a din (1.4.35) sau pı din (1.4.36)), ci şi semnificaţii (şi 
dimensiuni) de moment cinetic cum sintide exemplu ps şi ps din (1.4.36). 
Vorbind la modul general. dacă coordonata generalizată qi are semni i- 


Tabelul 1.4.3 

e a a E Ie i ÎN a a N 

Situaţia din 7 
fig. 1.3.1 


E a [e co e a a 7 Ea IP IP ET 


Coordonatele generalizate Impulsurile generalizate 


e pu = mg, = mă, Pa = mda = my (1.4.30) 
a satı i fat j 3 3 7: N a 
= Ph e je Be Pda 7 men > ratia ERIE? L LA 
purin uh dare daia Pann tai 


pı = mg, Sin? qa = me sin: 
Pa = mda = mè È? (4.32) 
Epa ma N a a A e eta sana 


è n= h=? pu A O pa se me se ma (4448) 


Pi e |, (ai o AC PN a atei 


p => MAR d, = mA? 20, A=ts0= const, 


g= P a ` z 
i, p= mA Da = m(A2 -+ 12 (14.34) 
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Tipul de 
coordonate Coordonatele generalizate 


Impulsurile generalizate 


Carteziene USE My, y =z Pi = m, = mă = pa, 


Pa = Mda es my = Py 


Da = Mq; = mz = pz (1.4.35) 
Sferice =r, Qa = pP, g= 0 D= md, = mr = pp 

Pa = mg qa sin qa = mr?ọ sin 0 = Do 

Pa = mg? da = mn = Po (1.4.36) 
Giiindrice j g= p, d = P, Z | Pa = ma me = Pe 


Pa = mg? q = mr = pg 


Pa = Mmg = mz = P (1.4.37) 


cație de distanță (dimensiune de lungime), impulsul conjugat cu ea P; 
are semnificația (dimensiunea) de impuls obişnuit, iar dacă q, are semnifi- 
cația (dimensiunea) de unghi, p; are semnificația (dimensiunea) de moment 
cinetic. Dacă qı are o altă semnificație (decît cele menţionate), p, are şi el, 
în mod corespunzător, altă semnificație. 


§ 1.5. ECUAȚIILE HAMILTON ȘI PARANTEZELE POISSON 


Am văzut în paragraful precedent că mişcările mecanice ale unui 
sistem de particule pot fi descrise cu ajutorul ecuațiilor Lagrange. Aceasta 
presupune însă să se opereze cu coordonatele generalizate {q:}i-ı şi cu vite- 
zele generalizate (dd? pentru a descrie starea, sistemului. Dar această 
variantă nu este singura posibilă pentru a deserie starea mecanică a unui 
sistem de particule. De exemplu în loc să folosim coordonatele generalizate 
{q} -1 Şi vitezele generalizate (d; pentru descrierea stării unui sistem 
de particule se pot folosi coordonatele generalizate (qi. şi impulsurile 
generalizate (p,)i=: (definite în sensul relaţiilor (1.4.29)). Atunci ecuaţiile 
care deseriu mișcarea sistemului trebuie formulate în termenii variabilelor 
(qi Și {Pim Vom urmări în continuare să prezentăm această formu- 
lare a ecuaţiilor de mişcare. : 

Lagrangeianul Z al unui sistem aflat într-un cîmp de forțe externe 
staționare (independente de timp) este o funcție de coordonatele generali- 
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zate țq;)î-aşi de vitezel j ; ; 
; ei ele generalizate (4, cu ajutorul cărora descriem stares 
sistemului. Deci se poate sorie (d) cu ajutorul cărora descriem staren 


L = Pau d) (1.5.1) 
şi respectiv 
; C e Aa 0 
AL me Și dq, + ŞI 7 04 1.5.2 
È dq, i È, dq A ar 


Pinînd cont de relaţiile (1.4.16) şi (1.4.29) această relație se transcrie 
sub forma 


E EN ; 
[az = A E a — adla hd ui e: n 
2 ai | å: di A ag, qi PA Pid, 4 >) Mä (1.5.3) 


Yv A . Y A, A Y . 4 t 
Adăugînd şi scăzind în această relație termenul Y, ġıdp, se obține 
A 4 y 


d.Z =} pdg, T d (3 pu d, IE d, dp, (1.5.4) 
i=1 =R] 3 (i 
sau 3 
> a(5 Pidi — L ) — y a Yi pi dı + A d, dp (1.5.5) 
= s=1l f1 ' 
Mărimea 
Aita s E A 
af sos Blidari (1.5.6 
È Pie ) 


care apare în (1.5.5) sub semnul de diferențiere se numeşte hamiltonian 
(sau funcție Hamilton) a sistemului de particule. Luind hamiltonianul ca 
funcţie de coordonatele generalizate (qui. şi de impulsurile generalizate 


(pui adică 


X = Fan pi) | (1.5.7) 
diferenţiala totală a lui se poate scrie sub forma 
$ 0 s OH 
ax = dq, + ȘI —dpe (1.5.8) 
2 ET ETS 


Din relațiile (1.5.5)— (1.5.8) rezultă ecuațiile 


bi = -= , Åi = 7 (1.5.9) 


Acestea sînt ecuațiile Hamilton s 
reprezintă v ecu: iile căutate ale mişcării în sensul că abea mige 
nice ale sistemului în termenii variabile 
tem cu s grade de libertate ecuaţiile H 
de 2s ecuații diferenți 


(ta q(t), Pe = put) (i = 1,2, ..., 8). Cele 28 ecuaţii Hamilton de ordinul 


sau ecuațiile canonice ale mişcării. Ele 
ările meca- 
lor (qi Și (poza. Pentru un sis- 
amilton (1.5.9) reprezintă un sistem 
ale de ordinul întîi cu 28 functii de tim p necunoscute : 


intii înlocuiese cele 
de ordinul doi. 
Să arătăm în continuare că hamiltonianul unui sistem de particule 


se poate exprima cu ajutorul energiilor cinetică, şi pot ențială ale sistemului 
respectiv. 'Pinind cont de relaţiile Fal 5.7), (1.4.8) şi (1.4.17) se poate scrie 


s ecuaţii Lagrange — care sint ecuaţii diferenţiale 


: 2 . a E A A 
ia 2 nice ET di tată a AR ESTA 


T. x 1 Disc aa 
zh ue de Dat pe Anii) — 74 = 


= J Add -L= 20 DAP BP. (1.5.10) 
DF. 


Deci se obține 
SP ya (1.5.11) 


Această relaţie exprimă hamiltonianul unui sistem de particule ca suma 
“energiilor cinetică şi potenţială a respectivului sistem. Deci hamiltonianul 
este “tocmai funcţia energiei totale a sistemului. De precizat că hamilto- 
nianul Z/ al unui sistem este o funcție de coordonatele generalizate (pia 

şi de impulsurile generalizate (pia: Astfel, ţinînd cont de (1.4. 25)— —(1.4.2 27) 
şi (1.4.35)—(1.4.37), hamiltonianul unei particule nesupusă nici unei 
legături are următoarele expresii : 3 ; 


— în coordonate carteziene 


pi — r + p+ p2) F Vi d da) . 0.512) 


— în coordonate sferice 


per, îm (e Enae sra +2) + Va do g) (1.5.13) 
au qi sini ds d 


— în coordonate cilindrice 


X = — (r -+ zi + 1) + Via da da): (1.5.14) 
qi 
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Legat de folosirea, 
natelor generalizate TAHA 
se definesc următoarele spații 


pentru descrierea mişcărilor mecanice, a coordo- 
şi a impulsurilor generalizate {Piti în mecanică 
generalizate : 

— spațiul configurațiilor : un spaţiu cu s dimensiuni, ale cărui coor- 
donate de bază sint coordonatele generalizate {Q}. ; 

— spatiul impulsurilor : un spațiu cu s dimensiuni, ale cărui coordo- 
nate de bază sint impulsurile generalizate (Dias 

— spatiul fazelor (şau spatiul fazic al lui Gibbs): un spațiu cu 2s 
dimensiuni, ale cărui coordonate de bază sînt constituite de ansamblul 
coordonatelor generalizate (q,?_, şi al impulsurilor generalizate (pia. 

În limbaj matematice spaţiul tazelor este un produs direct al spaţiului 
contiguraţiilor cu spaţiul impulsurilor. În spaţiul fazelor starea mecanică, 
a unui sistem de particule este definită de coordonatele unui punct numit 
Punct reprezentativ (sau fază). Evoluţiei în timp a stării mecanice a siste- 
mului îi corespunde o deplasare a punctului reprezentativ în spaţiul fazelor, 
care astfel descrie o curbă numită traiectorie fazică (sau traiectorie dinamică). 

Dacă privim hamiltonianul 3# al unui sistem de particule ca fiind 
definit drept suma energiilor cinetică, şi potenţială ale sistemului, atunci 
în caz general (inclusiv cel cînd sistemul se află într-un cîmp de forţe externe 
dependente de timp) ZZ este funcţie de coordonatele {q} =; de impulsurile 
M:N- şi de timpul t, adică 


H = K (dia Pa t): (1.5.15) 
De aici se poate serie 
IP DP e SR GA 2% . $ 
A a ES ( Ra A h): (1.5.16) 
di ati wan; 2p; 


'Ținînd cont de ecuaţiile Hamilton (1.5.9) din această relaţie se obţine 


d R 


Această relație arată că dacă hamiltonianul ZZ nu .depinde explicit de 
timp (0# |t) = 0 rezultă relația 


L2 oS ; (1.5.18) 


care reprezintă legea de conservare a energiei. i 
Dacă o mărime fizică A referitoare la un sistem de particule este 
definită ca o funcţie de forma A = A(q,, Pn t) atunci se poate serie 


dA 


7 ia (24 a A ) , 
E i (E had | (1.5.19) 
dt ôt + dq, h 3p: i 


i=l 
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Dacă se exprimă mărimile (6, i fo i 
E i ; ile Aia ŞI (Pa din ecuaţiile H ilt 
a À N a1 ȘI F jimi ecuatiile Hamil on 5.9 
; relația (1.5.19) se transcrie sub forma y ; (L5. ), 


aA ka DA . Ú ( OA OH OA IH 
di ot ta, ÔD dp ôq j (1.5.20) 
Expresia 
i tf oA 3 B 
iz 09; ôP: dp, ôq 


se numește paranteză Poisson a funcțiilor A și B. Cu notația (1.5.21) 
relaţia (1.5.20) se transcrie sub forma 


d dA 
— A= — + [4 Fl 
EP a aul tur? la (1.5.22) 


De aici se vede că dacă mărimea fizică A referitoare la un sistem de particule 
nu depinde explicit de timp (0A4/8t = 0) ea se conservă (dA/dt = 0) dacă 
ceea Poisson a ei cu hamiltonianul sistemului este nulă (adică dacă, 
LA, ¥]- = 0). 

Parantezele Poisson definite în sensul relației (1.5.21) au urmă- 
toarele proprietăți mai importante : 


— antisimetria 
FA De aN (1.5.23) 
— liniaritate (A şi n constante) 
AA 48 0] ADA Oe e ni CE (1.5.24) 


— identitatea Jacobi 


[4, LB, 0]-]- + LE, LO, A)-]- FLO, [A, Bh]-=0 (1.5.25) 


— derivabilitatea 
de dA GU 
CA, Bl =, B A, — | > ` (1.5.26 
Z fa, B) a: | +f k (1.5.26) 


Demonstrarea proprietăților amintite ale parantezelor Poisson nu 
reprezintă (ca dificultate) decît un simplu exerciţiu de calcul diferențial 
şi de aceea o lăsăm în seama cititorilor interesaţi. ` 
Dacă în (1.5.21) drept mărime B luăm coordonata g, respectiv 


impulsul p, se obțin relațiile 
ðA 


ðA è 
E Caii A au dea 
LA, qıl- dp, , [A, Pı] aq, 


(1.5.27) 


42 


mia în considerare aceste relații cu A = 3# (hamiltonianul) şi avînd în 
vedere (1.5.22) se vede că ecuațiile Hamilton (1.5.9) se pot scrie şi 
sub forma : 


d, = ity X Ja = ipp Fl. (1.5.28) 


$ 1.6. PRINCIPIUL MINIMEI ACȚIUNI i 


) În § 1.1 am văzut că studiul mişcărilor mecanice ale sistemelor de 
particule poate fi făcut cu ajutorul legilor lui Newton — rolul central 
jucîndu-l ecuaţiile diferențiale care decurg din legea a doua a lui Newton. 
Am arătat apoi în $ 1.4 şi în $ 1.5 că respectivul studiu se poate face și 
cu ajutorul formalismului ecuaţiilor Lagrange, respectiv al ecuaţiilor 
Hamilton. Desigur că cele trei formalisme — al ecuaţiilor Newton, cel al 
ecuaţiilor Lagrange și cel al ecuaţiilor Hamilton — sint echivalente între ele. 
Din punct de vedere matematic formalismele menţionate sint formalisme 
diferenţiale în sensul că ele reduc problema studiului mișcărilor mecanice 
la studiul proprietăţilor şi soliţiilor unor ecuaţii diferențiale pe care le 
satisfac coordonatele respectiv impulsurile privite ca funcții de timp. 
Desigur că forma concretă a ecuaţiilor diferenţiale respective depinde de 
alegerea, setului de coordonate cu ajutorul căruia se descrie mișcarea. Acest 
fapt poate constitui, în anumite situaţii, un inconvenient din punct de 
vedere matematic. Însă studiul mişcărilor mecanice poate fi abordat şi 
într-o formulare integrală care este independentă de alegerea setului de 
coordonate. O astfel de formulare o oferă principiul minimei acțiuni. 

. Scopul paragrafului de faţă îl constituie prezentarea acestui principiu. 
Pentru un sistem de particule am văzut că se poate defini 
lagrangeianul 


L = L(qlt), db), t) (1.6.1) 


ca funcție de coordonatele generalizate {qı}, vitezele generalizate TA; 
şi timpul t. Coordonatele g, = 4;(t) care intră în lagrangeianul Z, privite 
ca funcţii de timp definesc traiectoriile reale pe care se mişcă sistemul. 
De aceea, funcţiile q; = qi(t) le vom numi simplu traiectorii reale. În planul 
qı — t traiectoria reală q; = q(t) este o curbă care descrie (reprezintă) 
mișcarea, reală a sistemului (vezi figura 1.6.1). Desigur că în planul q— è 
pe lingă traiectoria reală q; = qu(t) mai putem considera mulţimea funcţiilor 
(curbelor) q? = q(t) continue şi netede de variabila t pe care le vom numi 
traiectorii, virtuale (virtual posibil a fi realizate, ele fiind compatibile cu 
legăturile — adică sînt îngăduite de legături — deoarece Qi reprezintă o 
coordonată generalizată) (fig. 1.6.1). Evident că traiectoria reală qe = Q(t) 
este un element al mulțimii traiectoriilor virtuale q% = qi). 
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Dacă în expresia (1.6.1) a lagrangeianului inlocuim formal traiecto- 
riile reale q; cu traiectoriile virtuale g% şi integrăm expresia respectivă, 
după variabila timp, obţinem tuneţionala, 


ta 
ii | PRU) q (0, t) dt (1.6.2) 
t 


Fig. 1.6.1 Fig. 1.6.2 Fig. 1.6.3 


numită actiunea sistemului. Evident că acţiunea Y depinde de traiectoriile 
virtuale g?. Vom arăta că pe traiectoria reală care, la momentele î, şi tz 
trece prin două puncte date q(t) şi q (t2) acţiunea are o valoare minimă 
în comparaţie eu valorile ei pentru traiectoriile virtuale care la aceleași 
momente t şi t trec prin aceleaşi puncte q,(t,) şi qi(t2). Pentru a demonstra 
această afirmaţie, se poate proceda în: modul următor : fie ga(t) şi g% (t) 
două traiectorii virtuale infinitezimal apropiate (învecinate). Diferența 


dq? = sgil) = gi) — ai) (1.6.3) 
se numeşte variatia lui q(t). Deoarece traiectoriile virtuale învecinate au 
forme în general diferite (fig. 1.6.2) vitezele virtuale ġ%(t) vor avea valori 
diferite de-a lungul diferitelor traiectorii. De aceea pe lingă variaţia òg? 
putem vorbi şi de variaţia 

= dd = dd) = dit) — at). ; (1.6.4) 


Evident că se poate serie | 
d d ; i 
g? = ZE 4 (0) => v(t = AG, — g(t = 9602 1.6.5 
A pese Au ER mt (1.6.5) 


Variațiilor infinitezimále {5k şi (dd? le corespunde variația 


= s oL GE ATES = 
32 = 32, d) = H E pat te sit (1.6.6) 
ii L ôg adi | 


a funcției Z(q, dp) şi respectiv variaţia 


ta : 
89 = È Lla dna (1.6.7) 


t 
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a acţiunii. Tinind cont de (1.6.5) şi (1.6.6) 


: i variaţia acţiunii (1.6.7) se 
transcrie sub forma 
T E EE pice piele ateu i 
SF = A N | E Ai t'r = di di = 
du i oq} oqi 
hf d HONN L d A 
PE Ea] [22 — (20) 
Ju | di 009 ôq? dt \ ôg? 
clar 


| L (i ta CA G 
m È S aar | Hy f Lpi [a ) |w ar (1.6.8) 
KAUN 


h A GOH dt Wag? 


Fie qilt) şi Qilt) punctele prin care trece traiectoria reală la momentele t 
Şi tə Să considerăm că mulţimea traiectoriilor virtuale q?(t) este formată 
din traiectorii care la momentele t şi t, trec toate prin punctele q(t,) şi 
q(t) (fig. 1.6.3). Evident că pentru o astfel de alegere a traiectoriilor virtuale 
lau loc- relaţiile 
| Sglth) = 0, 347ta). =0. 
Atunci variația acţiunii 5% dată de (1.6.8) capătă forma 


ta 3 i z 
5 = 5 o 24 | oi )] sq? di. (1.6.9) 
wa GOH dt | 04 


Pe trâiectoriile reale gt) mişcarea sistemului satisface ecuaţiile Lagrange 
(1.4.16) şi deci se poate serie 


pe aal (= )] E fn EEAO 
H dt | 04? ae) = aut) 
Atunci din (1.7.9) rezultă relaţia ‘ 
oz, a (1.6.11) 
pea . 


$ 
care arată că variația acțiunii devine nulă cînd traiectoriile virtuale coincid 
cu traieetoriile reale. Dar aceasta nu inseamnă decit că pe traiectoriile 
reale acţiunea S are o valoare staționară (valoare see d care ata 
de inflexiune). Se demonstrează că de obicei, pentru maior itatea sisteme. lor 
mecanice de interes practic valoarea respectivă este (9) F oare kanys e 
aceea relația (1.6.11) este cunoscută și sub Prea s y, S es a an 
mei acţiuni. Acest principiu arată că acțiunea 7, de +: ă în dati: relaţiei 
(1.6.2) pe mulțimea traiectoriilor virtuale qi(i) care p aoaia le h Şi în 
tree prin punctele q(t) și qu(t2), are o E il a pentru Ay i e 
reale q(t) care la aceleași momente trec prin aceleaşi puncte (valoare 
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minimă în comparaţie cu valorile acțiunii / pentru restul traiectoriilor 
pe care ea este definită). 

„Mai sus am arătat că ecuaţiile Lagrange implică principiul minimei 
acţiuni. Această legătură poate fi însă „citită”” gi în sens invers şi anume : 


dacă în (1.6.9) punem condiţia [5%] PI 0, adică admitem că pe traiecto- 


riile reale acţiunea are un minim, atunci — deoarece pentru te (t, tə), 
dq sint mărimi complet arbitrare — din condiția menţionată rezultă, 
relaţiile (1.6.10), adică faptul că pe traiectoriile reale sînt satisfăcute ecua- 
piile Lagrange. Această observaţie nu face decit să sublinieze echivalența 
între ecuaţiile Lagrange și principiul minimei acțiuni. În acest context 
trebuie notat că ecuaţiile Lagrange (ca şi ecuaţiile Newton sau ecuaţiile 
Hamilton) din punct de vedere matematic sînt ecuaţii diferenţiale. În forma 
lor detaliată aceste ecuaţii diferenţiale depind de alegerea concretă a sis- 
temului de coordonate (q,) cu ajutorul cărora se descriu mișcările mecanice 
ale sistemului. Pe de altă parte, integrala (1.6.2) prin care este definită 
acţiunea şi principiul minimei acțiuni exprimat prin relaţia (1.6.11) sint 
independente de alegerea, setului de coordonate (q,! cu ajutorul căruia se 
descriu mișcările sistemului. Această proprietate se impune. deci ca un 
avantaj al folosirii acţiunii şi principiului minimei acțiuni în descrierea 
_ mişcărilor mecanice. 

Să consemnăm în continuare unele relaţii de legătură între acţiunea 7 
şi mărimi ca impulsurile (p4) şi hamiltonianul JP ce caracterizează mişcă- 
rile mecanice ale unui sistem de particule. Vom considera în acest sens 
mulţimea, traiectoriilor reale 1q,(î)! care la momentul t; trec prin același 
punct q(t) şi care la un moment ulterior t, evident trec prin puncte dife- 
Tite q(t), qilt), qi (t2) ete. (fig. 1.6.4). Vom defini acțiunea Z pe mulțimea 
acestor traiectorii reale prin relaţia 


4 > 


9 = È? Za, åt) t) dt. (1.6.12) 
vh i i . 


în mod cu totul analog cu (1.6.8) se poate scrie relația 


37 = È e a]; Sia 5 > ia aidi E dq dt. (1.6.13) 


t 


RR 0q; dt 


dd 
În cazul considerat avem 

q(t) = 0, qu(ta) = dq £ 0 (1.6.14) 
şi, în plus, q,(t) fiind traiectorii reale, pe 
ele sînt satisfăcute ecuaţiile Lagrange 
(1.4.16) şi deci termenul al doilea din 
membrul drept al lui (1.6.13) este nul. 
Atunci din (1.6.13) se obţine 


pa Y 2g g (16:15) 
Fig, 1.6.4 T ôd ; 
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Da (2%| 9q,) fiind, după cum se ştie, impulsurile generalizate. Din (1.6.15) 
rezultă că 


— =p, (1.6.16) 


adică derivatele parţiale ale acţiunii în raport cu coordonatele generalizate 
sint egale cu impulsurile generalizate. 

Dacă se consideră t, fix şi t = variabil, acțiunea 7 definită în 
sensul relaţiei (1.6.12) este o funcție explicită de timp și din (1.6.12) 
se poate scrie 


qua 


— =I, 1.6.17 
ET ( ) 


Pe de altă parte, întrucit Z = F(q, t) şi ţinind cont de (1.6.16) se pot serie 
relațiile 
dF GEA ALE 09 


= le 1.6.1 
di i A de za 1 ôt + d pi 61.815) 


Atunci, avînd în vedere (1.6.17) şi (1.5.6), se obţine 


OF das 


T È Pil: | > puiu (1.6.19) 
adică > : 
pi 
Et A (1.6.20) 
ôt 


Această relație arată că derivata parțială în raport cu timpul a acțiunii 
este egală şi de semn contrar cu hamiltonianul. 

Să considerăm un sistem a cărui energie totală (cinetică + potențială). 
se conservă deci pentru care se poate serie 


X = E = const. (1.6.21) 


Fie g(t) mulţimea ` traiectoriilor virtuale compatibile cu (1.6.21) 
(adică cele care satisfac relația 2/(q7, p?) = E = const.) şi care în: plus 
la un acelaşi moment t, pleacă toate din același punct q! şi ajung într-un 
același punct q}? dar la momente diferite (fig. 1.6.5). Pe mulţimea acestor 
traiectorii virtuale definim acţiunea în sensul relaţiei (1.6.2). Aplicind 
formal legătura (1.5.6) între £ şi X pentru situaţia considerată se poate 
scrie 


` 


t t rn 
9 =0 Za Du =) Ea = ra = 
ti h 5 


(p naa- m-f ammm caza 
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unde î este variabil (vezi fi 
i vezi figura 1.6.5). Variatii a acţiunii F defini 
ERa Gaa arta aa (e N ) aţia 5.7 a acţiunii F definită 


t A 4 
57 =5 ( 5, ptăq — Bă. (1.6.23) 
JH i 
Pe de altă parte, privind ca funcție de coor - 
donatele finale q7 şi timp, adică 7 = F(q, t) 
se poate scrie 


07 
SF = per Şi = — Hdt = — Bt (1.6.24) 


deoarece coordonatele finale q7 sint fixe şi nu 
i variază. Impunem acum condiția că pe traiec- 
toria reală acţiunea 2 să aibă un minim, adică să fie satisfăcută rela- 
tia [5%] Rea 0. Atunci din (1.6.23) şi (1.6.24) rezultă că pentru 
traiectoria reală a unui sistem a cărui energie totală se conservă se 
poate scrie 


Li i 
= [e$ y praa: | „oile 3 sf Ş Pıdg; = 0. (1.6.24) 
pat a; =l 


Fig. 1.6.5 


ni 


Acest rezultat arată că un sistem ce-şi conservă energia se mișcă pe o 
astfel de traiectorie reală care face minimă integrala expresiei 5, pda; 


Să aplicăm rezultatul (1.6.24) la cazul mişcării unei particule într-un 
cîmp de energie potenţială V(r) şi nesupusă nici unui fel de legături. Pentru 
o astfel de particulă avem n ; 

Y pdg = Padt H Ppåy tPA =P: =P: ds (1.6.25) 
$ T: cpr: E 
ds = |dr| fiind elementul de arc al traiectoriei particulei, iar p = lpi 


modulul impulsului (de notat că p = mv şi dr = V dt sînt vectori paraleli). 
Pentru particula în cauză se pot scrie relaţiile 


por + Vi) = $ vo, p= pi VIB VE). (1-626) 
Introdtacând (1.6.25) şi (1.6.26) în (1.6.24) se obţine relaţia 
3 METU ZI) ds = 0: (1.6.27) 
ad ai | 


Această, relaţie arată că între punetele 1 şi 2 particula se mişcă pe o astfel 


de traiectorie încât integrala expresiei Vm E mi Y(T) de-a lungul respecti- 
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ba, pt are o valoare minimă în raport cu integrala aceleiași expresii 
pe albe raiectorii virtuale. În cazul cînd particula se mişcă în absența 
eunui cîmp de forțe (V = 0), întrucit W = const., din (1.6.27) se obține 


2 > 
54 d=0. (1.6.28) 


1 


Cum integrala reprezintă; lungimea traiectoriei pe care se mişcă particula, 
inseamnă că între punctele 1 şi 2 se mișcă pe drumul cel mai scurt, adică 
pe o dreaptă. 

N ÎN Y v Y . x 4 A 

Ca o ultimă remarcă notăm că o relație analogă cu (1.6.27) se întil- 
neşte în optică (principiul lui Fermat — vezi cap. VII), unde în locul 
factorului V2m(E — V(r)) apare indicile de refracție al mediului n(r) 
ca funcţie de punct, iar în loc de traiectoria unei particule avem de a face 
cu traiectoria unei raze de lumină. 


. 


$ 1.7. OSCILAȚII LINIARE 


Foarte frecvent în mecanică se întîlnesc situaţii în care sisteme cu 
unul sau mai multe grade de libertate execută mișcări în decursul cărora 
coordonatele sistemului tot timpul nu se abat decit foarte puţin faţă de 
anumite valori ale lor. — valori ce caracterizează :o stare de echilibru a 
sistemului. Astfel de mişcări se numesc mişcări oscilatorii sau simplu osei- 
laţii. Sistemele mecanice care execută mișcări oscilatorii au energie poten- 
ţială care prezintă un minim în starea de echilibru. Depărtarea sistemului 
faţă de această stare duce la apariția unor forțe conservative care tind să 
readucă, sistemul spre starea de echilibru. Dacă forțele conservative men- 
țţionate sint proporţionale cu puterea, întîi a abaterilor coordonatelor faţă 
de valorile de echilibru oscilaţiile se numesc liniare, iar dacă respectivele 
forţe sint proporţionale cu puteri superioare (2, 3, ...) ale abaterilor coor- 
donatelor față de valorile de echilibru oscilațiile se numesc neliniare. 
Dacă sistemul care execută mişcări oscilatorii este supus numai forțelor 
conservative amintitesmai sus se spune că mișcările lui sînt oscilatii libere. 
Dacă, pe lingă respectivele forţe conservative, sistemul este supus şi acţiunii 
nnor forţe neconservative exterioare (care pot fi pasive sau active) se 
spune că mișcările lui sînt oscilaţii, forjate. În acest paragraf vom prezenta 
citeva considerații asupra oscilaţiilor liniare libere şi forțate: 


1.7.1. OSCILAȚII LINIARE LIBERE ALE SISTEMELOR 
CU UN GRAD DE LIBERTATE 


Ne vom referi la început la cazul cel mai simplu al unui sistem cu 
un singur grad de libertate descris de coordonata generalizată g, care 
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4—c, 1414 56 


execută oscilaţii liber fel de si 
sa ERU vanh libere, Un astfel de sistem este în echilibru stabil pentru o 
4 da pe ; T d sd energia lui potenţială V(g) are o valoare minimă, 
pa e A E, . Ti w M 
o (do). Vom alege q, = 0 5i V, = 0 (fig. 1.7.1), fără ca prin aceast 
să afectăm generalitate: i i ` d pt 
ara Soheralitatea consideraţiilor pe care le vom prezenta, în con- 
tinuare, Behilibrul în q = do = 0 este stabil 
Va) in sensul că o depărtare a sistemului de la po- 
ziţia de echilibru este însoțită de apariţia unei 


torţe generalizate Q = — id care tinde să, 


readucă sistemul în poziţia, A echilibru, 

Să dăm două exemple'conerete de sisteme 
mecanice de genul amintit. Primul exemplu îl 
constituie o particulă de masă m, obligată să 
se mişte pe o traiectorie curbilinie y = f(x), 
situată într-un plan vertical sOy, fiind su- 
P pusă simultan acțiunii cîmpului gravitațional 
de la suprafața Pămîntului şi acțiunii unui résort elastic de constantă 
k (fig. 1.7.2). Fizic un astfel de sistem se poate realiza, de exemplu, cu 
ajutorul unei mărgele (particula) obligată să se miște fără frecare de-a lun- 
gul unei sîrme corespunzător îndoite, mărgeaua fiind totodată , lipită” 
în capătul unui resort, care are celălalt capăt fixat într-un punct). Coor- 
donata generalizată a particulei va fi q = œ (adică tocmai coordonata 
carteziană w). Referitor la curba y = f(2) = f(q) vom admite că satisface 
condițiile f(0) = 0, f'(0) = 0 şi f'(0) >0 (cu f' = df/dg și f” = d2f/dq?). 
Resortul elastic îl presupunem a fi fixat cu un capăt în punctul de coordo- 
nate (0, 1) de pe axa.0y și avînd starea de echilibru (în care nu este nici 
întins nici comprimat) pentru coordonata g = 0 a particulei (fig. 1.7.2). 
Energia potenţială a particulei menţionate este dată de expresia 


Fig. 1.7.1 


V(q)' = mgf(g) + E [i — VE FO — Ie (1.7.1) 
' iar energia ei cinetică este 
T= m = 2 (a + ji) = T i + put (1.7.2) 


Al doilea exemplu este pendulul fizic. Acesta constă dintr-un corp solid 

absolut rigid (nniet nedeformabil), situat în cîmpul atracției gravita- 

tionale de la suprafața Pămîntului și care poate oscila, într-un plan verti- 

cal, în jurul unei axe orizontale ce trece pigale d punct O aflat la dis- 
tanța R de centrul de inerție O (fig. 1.7.3). E $ 

i i singur grad de libertate căruia îi asociem 

Goliau reepes Tisa a ERATEN unghiul de deviere față 


eneralizată q = 9, ọ re d ungh l > fa 
ARE pie NEA 00. "Energia potenţială à sistemului considerat 


idul) -est 
(solidul) -este (1.7.3) 


V(q) = Mgh = MgR(1 — cos q) 
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M fiind masa totală a solidului. Pentru a calcula energia cinetică vom 
considera solidul ca fiind alcătuit dintr-o mulțime de particule P; de mase 
m, Situate la distanţele r, față de axa ce trece prin O. Atunci energia 
cinetică a solidului în cauză se poate scrie sub forma, 


E! iata za 
20= — mır? | ġ = = Jå 
2 (> i :) > Jå (1.7.4) 


C 
q=x 
Fig. 1.7.2 Fig. 1.7.3 


unde J = miri reprezintă momentul de inerție al solidului în raport cu 


axa ce trece prin O. (Desigur că la limită particulele trebuie luate ca fiind 
porțiuni infinitezimale ale solidului și atunci suma care îl exprimă pe J 
trebuie înlocuită cu o integrală volumică.) ; 

Revenind la problema generală a unui sistem cu un singur grad de 
libertate, deci descris printr-o singură coordonată generalizată q, sistem 
care execută oscilații în jurul poziției de echilibru q = 0, putem spune că 
acesta are energia potențială de forma : 


= V(g) cù V(0) = 0 şi (0V/0q-o=0 : (1.7.5) 


şi energia cinetică de furma 


T = Tin, d) = Z aoi. SERTO) 


În limitele oscilaţiilor mici în decursul cărora mişcarea sistemului se carac- 
terizează prin valori ale lui q, care sint abateri mici faţă de poziţia de echi- 
libru, se poate serie (ţinind cont de (1.7.5)) 


Vig = V0) + VO e PO + «e e L ynog = ie (427) 


alq) = al0) + a'(0)a + „.. Z 4(0) = o (1.7.8) 
unde s-au folosit notaţiile f'(0) = (2f/â0eso f” (0) = (027 0q2),-0. Tinind 
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cont de (1.7.5)—(1.7.8) se gă 
are expresia 


seşte că lagrangeianul sistemului considerat 


> m ] 1 
7? = T-V x —a 02 — — ka 
$ 2 od 2 q a, 


f 


Ynrag pă i g SE PRI € A i i 
tipica dot acestui lagrangian avem o ecuaţie Lagrange de tipul 
(1.4.16), care capătă forma ecuaţiei diferențiale 


apă + kg = 0 sau d + woy =0' (1.7.10) 


cu œ? = (k/a). Soluţia generală a acestei ecuaţii] diferenţiale se scrie 
sub forma 


q = A cos(ot + a) LE) 
sau 


q = ReţAeiett0) = RefA'e®}, (0.712) 


Mărimile A şi A’ = Ae" se numesc amplitudine reală respectiv amplitudine 
compleză ale oscilaţiilor ; a se numeşte fază inițială a oscilaţiilor, o — pul- 
satie sau frecvență unghiulară a oscilaţiilor (fiind legată de frecvența v 
respectiv perioadă 7. ale oscilaţiilor prin relațiile eo = 2ry = 27/77). 
Mărimile A” şi a din (1.7.11), privită ea soluţie a ecuației diferenţiale (1.7.10), 
sînt constante de integrare care se determină din condiţiile inițiale ale 
problemei (care, de regulă, se dau prin indicarea valorilor q(0) şi d(0) ale 
coordonatei şi vitezei generalizate la momentul inițial (t = 0)). i 

Mişcările de tipul celor menţionate mai sus se numesc oscilații liniare 
libere. De notat că oscilaţiile de tipul respectiv apar în situaţiile cînd pri- 
mul termen nenul în dezvoltarea lui V(q) în serie după puterile lui q este 
termenul în q? şi deci forța generalizată Q = —(0V/0q) este în primă 
aproximaţie de forma Q = —kq (adică Q depinde liniar de q, de unde şi 
denumirea, de oscilaţii liniare). Dacă, pe lingă condiţiile (1.7.5), energia 
potenţială V(q) mai satisface şi condiţia V''(0) = 0 atunci în dezvoltarea 
în serie a lui V(q) după puterile lui q primul termen nenul care apare este 
proporţional cu q*(n > 3). În asemenea, caz mișcările sistemului în vecină- 
tatea, poziţiei de echilibru se numesc oscilaţii neliniare. Acest tip de oscilaţii 
nu va, fi luat în discuţie în volumul de faţă. 


1.7.2. OSCILAȚII LINIARE LIBERE ALE SISTEMELOR CU MAI MULTE. GRADE 
DE LIBERTATE, MODURI NORMALE DE OSCILAȚIE 


“ . K >i D ij à . . libere 
Vom discuta unele probleme referitoare la oseilaţiile liniare i 
ale sistemelor cu mai multe grade de libertate pe exemplul simplu al unui 
sistem cu două grade de libertate. Fie în acest sens o particulă de masă m, 


care se mișcă în cîmpul gravitațional de la suprafața Pămîntului în vecină- ` 
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tea originii O (0, 0, 0) pe o suprafaţă z = (f œ, y), care are următoarele 
proprietăţi 


KO, 0) =:0, fi(0, 0) = 0, fa(0, 0) =0 
(0, 0).>0; 1140, 0) >0, 1p4(0; 0) 550 (1.7.13) 


unde, ca exemplu, fi şi fe semnifică derivatele de ordinul întii respectiv 
doi în comparaţie cu œw respectiv cu w şi y (fig. 1.7.4). (Fizic un sistem 
de genul celui menționat se poate realiza 
punînd o particulă să se mişte pe suprafața 
interioară a unui vas confecționat dintr-o 
bucată de tablă corespunzător deformată.) 
Sistemul menţionat are două grade de liber- 
tate și poziţia lui o putem descrie prin coor- 
donatele generalizate q} = ® şi ga = y (adică 
prin coordonatele carteziene œ şi y ale par- 
ticulei). Energia potenţială a sistemului este 
dată de relațiile 


V = Via da) = mge = mgf (©, y) = 
= mgfldu 42) (1.7.14) 


iar energia sa cinetică este dată de relațiile Fig. 1.7.4 
T = T(q do dw d2) ripu == A +4? +2?) = 
m 3 ERS CES ; 
E (de + dă + faldo d2)di + follo dd) = 


ai e 
E ze > tildi, da)d: di (4.7.15) 


i;j=1 


unde expresiile coeficienţilor a(g, 42) se pot stabili uşor prin identificarea 


- termenilor. 


în cazul oscilaţiilor mici, în decursul cărora valorile lui g, şi qa rămîn 
abateri miei față de poziţia de echilibru (quo d2) = (0, 0) ţinind cont de 
{1.7.13)— (1.7.15), se poate serie 


2 i il m W : 
Víg; 42) z y(0, 0) sfr y Ka, (0; 0)g: ati ou x Vaia; (0, 09.4; PF sk. 
. ial diye 


1 y LLR 1.7.16 
fi p? alj (0, 0)4:4; PEG PAi ( ) 


rea 


şi respectiv 


lla a) S au(0, 0) = ay = mă (1.7.17) 


unde 5, este egal cu 1 respectiv 0 pentru i = j respectiv i # j. Din 


(1.7.14)—(1.7.17) rezultă `că în aproximația oscilaţiilor mici | E 
sistemului este t i ICI lagrangeianu 


p = m TA irab. pană Image 7 
= T- y r (4i + 4) — a ba kisli qi (1.7.18) 


íj=1 


unde, conform cu (1.7.16), avem ky = Vua (0, 0). 
Introducind (1.7.18) în ecuațiile Lagrange (1.4.16) obținem următoarele 
ecuații diferențiale 

MĂ, + kugi + kig = 0 

Mda + kai + kag = 0. (1.7.19) 


Aceste două ecuații formează un sistem de ecuații diferențiale cuplate 
între ele, pentru necunoscutele q, = q(t) şi q2 = q(t). Cuplajul este dat 
de faptul că fiecare din ecuații conține atit termeni în q,, cît şi termeni 
în qə Existența acestui cuplaj în general face dificilă aflarea soluțiilor 
qı = Q(t) şi q2 = q(t) a ecuațiilor (1.7.19) (adică integrarea ecuațiilor 
respective). Pentru a evita o asemenea dificultate descrierea sistemului 
poate fi transferată din coordonatele (q,, q2} în alte două coordonate {č}, ča} 
prin intermediul transformărilor liniare ; 


qı = & cos 0 — č, sin 0 
da = & sin 0 + č, cos 0 (1.7.20) 


(fig. 1.7.5). Dacă alegem pentru parametrul 0 (unghiul dintre Og, şi 02.) 


valoarea particulară 
0 = arctg a se Sa) | (1.7.21) 


=> Kao 
şi introducînd (1.7.20) în (1.7.18), obţinem 
g= T tD 
— Z (kè + Ba (1.7.22) 
cu 


B, = kucos? 0 -+ (kia + Koy)sin © X 
X cos 0 + Koa sin? 0 


Fig, 1.7.5 
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Introducînd î Li : r = 
deretis (1.7.22) în ecuațiile Lagrange (1.4.16) obținem ecuațiile 


më, + pé = 0 
mË + Pata = 0. A dă, (1.7.24) 
Similar cu (1.7.10), aceste ecuaţii diferenţiale au soluţiile 


a = A,cos(uw,l + æ) = Ref A,eilottai) ), o? pen h 


Ea Acoslon Fan) = ReţAgettantal), ap Pe (1.1.5) 
m 


Aceste soluții arată că în termenii variabilelor £, și č mişcarea sistemului 
se descrie ca două oscilații armonice independente. Din acest motiv, & 
şi č, se numesc coordonate normale, oscilațiile (1.7.25) descrise de ele se 
numesc moduri normale de oscilație, iar mărimile œ, şi w se numesc pulsații 
principale (sau naturale) ale oscilaţiilor sistemului. Desigur că descrierea 
oscilaţiilor în termenii coordonatelor q, şi q se obţine uşor introducînd 


(1.7.25) şi (1.7.21) în (1.7.20). 

Vorbind despre cazul general al oscilaţiilor unui sistem cu n grade 
de libertate se poate demonstra că întotdeauna se poate găsi (prin transfor- 
mări liniare care generalizează (1.7.20) un set de coordonate normale 
E, Éo -<-» Ea) în termenii cărora, oscilaţiile sistemului sint descrise ca 
un ansamblu de moduri normale de oscilație independente (necuplate) 
între ele. 


A 


1.7.3 OSCILAȚII ÎNTREȚINUTE 


În multe situații de interes practic oscilațiile mici nu se desfăşoară 
în condiţiile idealizate în care, după cum am arătat mai sus,se desfăşoară 
„oseilaţiile liniare libere. Astfel sînt situaţiile cînd nu toate forţele care 
acţionează asupra sistemelor mecanice derivă dintr-o funcţie de energie 
potenţială V. Aşa sînt forţele de frecare sau forțele active exterioare, 
«dependente de timp. Prezenţa, forţelor de frecare are ca efect în general 
amortizarea oscilaţiilor (micşorarea în timp a amplitudinii lor) pe cînd 
prezenţa forțelor active externe duce la obligarea sistemului să execute 
anumite mișcări forțate sau întreţinute (desfăşurate după ritmurile spe- 
„ifice forțelor exterioare). > i ONS 

Pentru concretizarea : discuţiilor vom considera „cazul unui sistem 
mecanic cu un singur grad de libertate, descris cu ajutorul coordonatei 
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generalizate q, supus acţiunii unei forţe cvasielastice Q, = — lg (ce derivă, 


A s n H E 
din potenţialul V(q) = TI lq?), unei forţe de frecare Q; şi unei forțe active 


exterioare, dependentă de timp Qa = Qa(t)). Forța de frecare apare în 
general datorită interacțiunii corpului în mişcare cu mediile materiale în 
care se mişcă, interacţiune care tinde să încetinească mişcarea. Ca rezultat 
al interacțiunii respective energia mecanică a corpului se transformă în 
căldură (energie a mișcărilor termice — vezi capitolele IV şi V), adică se 
disipează. Acest lucru face în general dificilă descrierea mecanică a interac- 
țiunii corpului cu mediul înconjurător. Totuşi, pentru cazurile cind oscila- 
tile libere ale sistemului mecanic sint caracterizate prin frecvențe proprii 
mult mai mici decit frecvențele mişcărilor moleculare în procesul de disi- 
pare a energiei, interacţiunea sistemului mecanic cu mediul înconjurător 
poate fi descrisă într-un limbaj mecanic relativ simplu. Astfel experiența, 
arată că dacă viteza generalizată d a mişcării sistemului în raport cu 
mediul înconjurător este mică, acţiunea mediului asupra sistemului poate îi 
descrisă printr-o forță de frecare de forma Q, = —ad («~ > 0) opusă ca 
semn vitezei d. Forţa activă externă Q, în multe cazuri de interes practic 
este o forţă periodică de timp de forma Q,(t) = Qocos ot. 

Pentru un sistem supus acţiunii forţelor de tipurile menţionate, în 
condiţiile unor oscilaţii mici, ecuaţia Lagrange (1.4.12) capătă forma 


dd = Q, + Or +a = —hq — ad + Qos ot. (1.7.26) 


Introducînd notaţiile : «/ag = 25, - lay = œ şi (oa = B această 
_ ecuație se transcrie în forma, . 


4 + 219 + wq = b cos ot. ; : (1.7.27) 


Se vede uşor că această ecuație pentru A = 0 şi B = 0 (adică în absența 
forței de frecare Q; şi a forței active Q,) este o ecuație a oscilaţiilor libere 
de tipul (1.7.10) sau (1.7.25). De aici rezultă că w, în (1.7.27) are semnifi- 
cație de pulsație a oscilaţiilor libere sau pulsație proprie a sistemului. Spre 
deosebire de œ mărimea œ din termenul drept al lui (1.7.27) reprezintă 
pulsația forței exterioare. 

Ecuația (1.7.27) este o ecuație diferențială neomogenă. Soluția 
generală a ei se scrie că o sumă între soluția generală a ecuației omogene 


d + 24 + ogg = 0 (1.7.28) 


şi o soluție particulară a ecuației neomogene (1.7.27). Pentru a găsi soluția 
generală a lui (1.7.28) se ia q de forma q = e"! şi se găseşte că 7 satisface 
ecuația caracteristică 


a ri 2r +a2=0, (17.29) 
cu rălăcinile | 
ra = dk V5 — oh a a apă AAS 
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Deci soluţia ecuaţiei (1.7 28) este 


q = 0 + Oort (1.7.31) 
T 9! à a; Ni Y . 
unde C, şi O, sînt două constante arbitrare. 

De notat aici „Că soluţia (1.7.31) a ecuaţiei (1.7.28) se discută pentru 
S multe cazuri şi anume : (i) cînd 5 < wọ, (ii) cînd 5 > cop şi (iii) cind 
ò = wp In primul caz se vede din (1.7.30) că, rădăcinile r; şi r ale ecuației 
caracteristice (1.7.29) sint mărimi complexe (conjugate între ele) şi solu- 
ţia (1.7.31) se poate scrie sub forma 


Q = 60 Vita e A a (1.7.32) 


s 


Dacă de aici se ia numai partea reală a membrului drept atunci soluția 
ecuației diferențiale (1.7.28) se scrie sub forma 


q = e- b cos[t/ o2 — 32 + o] (1.7.33) 


unde b şi ọ sînt două constante arbitrare. O mișcare descrisă de (1.7.33) 
se numeşte oscilație amortizată sau oscilație neîntretinută. Ea constă dintr-o 
oscilație armonică a cărei amplitudine descrește exponențial cu timpul. 
Se vede că pulsaţia œ? — 32 a oscilaţiilor forțate este mai mică decit 
pulsatia proprie wp a oscilaţiilor libere (în absența frecării). 

Cazurile cu 5 >, şi respectiv 5 = o, în soluția (1.7.31) descriu 
mișcări  amortizate  aperiodice, mişcări pe care nu le vom discuta în 
detaliu aici. ă 

Să revenim acum la problema, căutării soluţiei generale a ecuaţiei 
(1.7.27). Vom căuta această soluţie pentru cazul 3 < œ: Soluţia căutată 
o vom găsi adăugiînd la, soluţia generală (1.7.33) a ecuaţiei (1.7.28) o soluţie 
particulară de forma i 


q(t) = A sin ot + B cos ot (1.7.34) 


a ecuației neomogene (1.7 27). De notat că în (1.7.34) componentele 
B cos ot şi A sin ot reprezintă oscilații în fază respectiv defazată cu —x/2 
față de .forța activă externă Q, = Q, cos ot. Introducind (1.7.34) în 
(1.7.27) se obţine 


— Ao?sin ot — Bo?cos wt Hi 2 A5w cos ot — 2Băo sin ot + 
+ A cozsin ot + Bocos ot — pcos ot = 0. (1.7.35) 


Pentru ca această relaţie să fie satisfăcută indiferent de valorile:luì ¢ 
trebuie ca sumele coeficienţilor lui sin wt şi a coeficienţilor lui cos at sà 
fie nule. De aici rezultă ecuaţiile 

Alo? — o?) — 2Băo = 0 


Adv + Blos — o?) = B. (1.7.36) 


A? 


Din acest sistem de ecuaţii se obţin 


E. AEL „aa i 
(0 — 0022 + 48202 


t 


Aa (1.7,37) 


2 2 
a B ot temea a RE ed 
; (02— w)? + 48w? A e, 


Constantele A, şi Ap se numesc amplitudi ) i j 
C le Aa l plitudine de absorbtie respectiv amplitu- 
dine de dispersie (pentru justificarea acestor denumiri vezi mai Via, i 


Din cele de mai sus rezultă că soluţia generală a ecuaţiei (1 
în condiţiile în care 3 < w, este de forma ? Viei (1.7.27), 


a(t) = be-cos[t V o3 — 32 + p] + A1 sin ot + Åp cos ot. (1.7.39) 


Deoarece aici primul termen din, expresia lui q(t) descreşte exponențial 
cu timpul el poate fi neglijat după un interval de timp suficient de lung 
de la începutul mişcării. După un astfel de interval de timp mişcarea siste- 
mului este descrisă, cu o foarte bună aproximație, de către funcția 


q(t) = Au sin ot + Ap cos ot (1.7.40) 
sau - q(t) = A cos(ot — 0) (1.7.41) 
cu A = VA F 43 = Bilo? — o?) + 4o 
irae A grata 200 < (1.7.42) 
S Ap 192— W? 


Relaţia (1.7.41) arată că dnpă un interval de timp suficient de lung de la 
începutul mişcării, mişcarea care rămîne este o oscilație cu pulsaţia œ 
a forței externe. O asemenea mişcare se numește oscilație întreținută (sau 
forțată). De consemnat că oscilația forţată este defazată în urmă cu © 
față de forța activă externă Q, = Q, cos ot. 3 

__ Din (1.7.42) se vede că amplitudinea A a oscilaţiilor forţate este o 
funcţie A = A(w) de pulsaţia œw a forţei active exterioare. Valoarea o, 
a lui œ pentru care funcţia A(w) își atinge maximul se numește pulsajie 
de rezonanță. Evident că o, este rădăcina ecuației 
a =0. (1.7.43) 

do O=0p 


Introducînd în această ecuaţie (1.7.42) obţinem 


w, = Voi — 282, (1.7.44) 
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Evident că valoarea maximă a lui A va fi 


Amas = Aloo) = (1.7.45) 


pi taia ul 
2803 — 52 


Din această relație se vede că amplitudinea maximă a oscilaţiilor între- 
ţinute este cu atit mai mare cu cit constanta 3 (deci forța de frecare) 
este mai mică. 

Să prezentăm acum cîteva mărimi energetice legate de oscilaţiile 
forțate. Puterea instantanee absorbită de sistem de la forța exterioară 
o putem serie, ţinînd cont de (1.4.7), sub forma : 


d dq ; 
P (t = 4 — MD de = 
„Ra EREU a 
= Q, cos ot[oA cos ot — oAp sin ot]. (1.7.46) 


Introducînd valoarea medie pe un interval de timp egal cu perioada 
7 = 2m]o a forţei active prin relaţia 


- J tot T . 
CFt) = A F(t) dt (1.7.41) 
7), 


obţinem pentru puterea medie, absorbită în decursul unei perioade urmă- 
toarea expresie 


P, = (Pa(b> = Q04 1 (costat) — Qo Aplcos ot- sin œt). (1.7.48) 
Cu media definită în sensul relației (1.7.47) avem 


(cos? ot) = Gsin2ot) == Z, (cos ot. sin ot) = 0. (1.7.49) 


Astfel se obține că puterea medie absorbită de la forța activă externă în 
decurs de o perioadă 7 = 2x/o este dată de expresiile 


1 1 282 - 
ze a pape sp Et Pisi OO CERE 1.7.50 
E mo [Qo oA, 2 Qop (02 oT 452o? ( ) 


Evident că în regimul de oscilaţii întreţinute sistemul disipează energia 
absorbită (de la forţa activă exterioară) sub formă de căldură prin inter- 
mediul forţei de frecare Q; = — ad. Ținind cont de (1.4.7) şi (1.7.40) se 
vede că puterea disipată instantanee este dată de 


P 4) A 2 o SL = ad? Das [vA a Sin at—04o cos at. (1.7.51) 
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De aici se vede că puterea, 
absorbită iustantanee Palt) 
medii în timp în sensul rela 
obținem pentru puterea mei 


disipată instantanee P(t) diferă de puterea. 

(definită de (1.7.46)). Dacă ne referim la, 
tiei (1.7.47), tinind cont de (1.7.49) şi (3101), 
lie disipată Pp expresia, 


Po = CPo(t)>y = ao [A3 + A3] = ag5o242, (1.7.52) 


Tinind cont de (1.8.42), (1.8.50) şi (1.8.52) se vede uşor că se poate serie 
: O2 2502 
PSD, E blo) A DE a 
2 a (w — w?) + 45202 


(1.7.53) 


adică puterea medie absorbită de un sistem ce oscilează forțat este egală 
cu puterea medie disipată de respectivul sistem. Din (1.7 .53) se vede uşor 
că valoarea maximă a puterii medii P(w) se atinge pentru cazul cînd o 
(adică atunci cind pulsația forței active externe este egală cu pulsația 
proprie a siştemului). Funcţia P = P(%) se numeşte şi curbă de rezonanţă; 
(fig. 1.7.6). 

Legat de oscilaţiile forțate ale unui sistem uneori este important 
să se cunoască energia, medie (în timp) a lui. Această energie este dată de 


= Op 


m = CD += atât) = klg). (1.7.54) 


Ținînd cont de notațiile introduse în (1.7.27) precum şi de relațiile (1.7.37), 
(1.7.38), (1.7.40) şi (1.7.49) se obține pentru < E> expresia 


Sa 08 a 2 a EI (1.7.55). 
(E Ale = 4a (02 — 0?) 40202 5 


- În legătură cu funcţia P(w) definită de (1.7.53) se defineşte şi aşa numita 
lărgime i liniei e Acuma a, curbei de rezonanţă) ca fiind intervalul 
Acre =. — Oy între pulsaţiile œ și e pentru care puterea. P(o) este 
; z jumătate din puterea maximă Plo). 
Deci œ, sînt rădăcinile ecuației 


Plona) => Plon) - (17.56) 


Folosind pentru P(&)expresia (1.7 .53) 
se vede uşor că această ecuaţie are 
patru rădăcini distincte — două ne- 
gaitive şi două pozitive. Cele pozitive; 
care ne interesează în problema dis- 
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Tér 


F 
AI 
AP, 
pa 
3 
5 


cutată, sint 


u = Vu: -+ ò? —5, ta Vog - 62495, (17,57) 
Deci lărgimea liniei este 


Aces Wg — W 25, (1.7.58) 
Să menţionăm acum o relație care leagă lărgimea liniei Aw, de aşa numi- 
tul. timp de relaware (sau timp de amortizare) 7 al sistemului, Din ( 1.32) 
se vede că amplitudinea oscilaţiilor neintreţinute (în absenţa forței active 
exterioare) Scade proporţional cu e7®%. Deci pătratul amplitudinii oscila- 
ţiilor neîntreţinute (mărime cu care este proporțională energia sistemului 
vezi (1.7.54)) scade proporţional cu (e78)? = e7287, 


« enm A i | 
Atunci se vede uşor că în intervalul de timp t =—— pătratul 
i 28 


amplitudinii oscilaţiilor neîntreținute scade de e ori (6-2 = ct = 1/e). 
Mărimea + se numeşte timp de relaxare (sau timp de amortizare ori con- 
stantă de timp) a oscilaţiilor neîntreţinute (amortizate). Din cele spuse 
mai sus şi din (1.7.58) se vede că între timpul de relaxare r şi lărgimea, 
liniei Ac, există următoarea relaţie simplă 


. 


AOp T= I. (1.7.59) 


Relatia (1.7.59) (sau echivalentul ei, relația (1.7.58)) are în multe situații 
o importanță practică nemijlocită. Aceasta deoarece: de multe ori este 
mai uşor să se determine experimental lărgimea liniei Aw, (din curba 
P(%)) şi apoi din relațiile (1.7.58)—(1.7.59) să se determine parametrii 3 
sau 7 ce caracterizează amortizarea sistemului (adică forțele de frecare 
la care este supus sistemul), decit să se studieze nemijlocit oscilaţiile amor- 
tizate pentru a determina ò sau 7. 

Dacă „notăm cu P(o) şi E(o,) valorile lui P(w) din (1.7.53) şi res- 
pectiv a lui'B() din (1.7.55) pentru o = w se vede uşor că se poate scrie 


Plone T= Aio A (1.7.60) 


Această relație arată că atunci cînd pulsaţia e a forţei active coincide 
cu pulsaţia proprie wọ a sistemului energia medie disipată de sistem într-un 
interval de timp egal cu timpul de relaxare este egală cu energia medie 
proprie a sistemului. 
Raportul între pulsația proprie œw, și lărgimea liniei AOp: adică 
mărimea, adimensională XA 
pg E he, (1.7.61) 
Ac vez 
se numeşte factor de calitate al sistemului care execută oscilaţii întreţinute. 
Din relaţiile (1.7.59)— (1.7.61) se vede că se poate scrie 


Aia, Hlo) 


— = aiT (1.7.62) 
P(o) Pau) 
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Această relaţie arată că factorul de calitate Q al sistemului oscilant este 
egal cu 2r înmulţit cu raportul între energia medie a sistemului Şi energia, 
medie disipată într-o perioadă în condiţiile cînd pulsaţia w a forței active 
este egală cu pulsaţia proprie a sistemului. Datorită expresiei (1.7.62), 
factorul de calitate Q este un parametru important folosit; în caracterizarea, 
oscilatorilor (adică a sistemelor care execută mişcări oscilatorii întreținute). 
În tabelul de mai jos sînt date, pentru ilustrare, valorile lui Q pentru 
citeva tipuri de oscilatori. 


Pi 


f Tabela 1.7.1 
in iii E TT 


Tipul de oscilator 2 
Oscilațiile seismice P 25— 1400 
Coarda de vioară j - 102 
Oscilaţiile electronului în atom eae 107 
Laser $ ; 1012 
„ Oscilaţii nucleare (efect Mâssbauer) 31012 


§ 1.8. MIŞCAREA PARTICULELOR ÎN CÎMPURI DE FORŢE 
CENTRALE 


Un cîmp de forţe centrale se caracterizează prin proprietatea că 
energia potenţială a unei particule într-un astfel de cîmp depinde numai 
de distanța particulei faţă de un punct fix numit centrul câmpului. Pentru o 
particulă plasată într-un astfel de cîmp, dacă se alege originea axelor de 
coordonate în centrul cîmpului, energia potenţială se scrie sub forma 


= 4) e l i (1.8.1) 


iar forța ce acționează asupra ei este de forma 


F= — VV(r)= — en i (1.8.2) 


Momentul acestei forțe faţă de centrul cîmpului este nul deoarece 


le oa T IE (ia, e N (1.8.3) 
i H dT À 


Atunci, conform cu (1.2.24), momentul cinetic al particulei în raport cu 
centrul cîmpului este constant, adică 


L =r x p =r X my = const, (1.8.4) 
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eE, în P relația (1.2.14) şi faptul că masa m a particulei este con- 
tantă, relația (1.8.4) implică faptul că la mișcarea unei particule într-un 
cîmp de torţe centrale viteza areolară este constantă, adică 


Am le x v| t (1.8.4 
cil (ai = CONST. O4. 
d 2 a) 


Această ultimă afirmație, cînd se referă la mişcarea planetelor, este cunos- 
cută sub denumirea de legea a doua a lui Kepler. 


Multiplicînd relaţia (1.8.4) scalar cu 7 se obţine 
pe = rop 0 
sau | 
tb + yL, +2L, =0 (1.8.5) 


cu Le L şi L, constante. Cum relaţia (1.8.5) reprezintă ecuaţia unui plan 
ce trece prin origine înseamnă că mișcarea unei particule într-un cîmp de 
forţe centrale se desfăşoară într-un plan ce trece prin centrul cîmpului. 
Acest plan este definit complet în spaţiu de vectorii r și v și, după cum 
arată relaţia (1.8.5), este perpendicular pe momentul cinetic L al particulei. 

Înainte de a trece la discutarea unor probleme legate de mişcarea 
particulelor în anumite tipuri particulare de cîmpuri centrale să menţio- 
năm că problema mişcărilor în cimpuri de forţe centrale include şi așa 
numita problemă a două corpuri. Această problemă constă în studiul 
mișcărilor unui sistem format din două particule (de mase m, şi M, şi de 
vectori de poziţie r; şi r) nesupuse acţiunii unor forțe externe şi care inter- 
acționează între ele cu o forță de forma F = f(r; — r2|) (ry — r2). După 
cum am văzut-în § 1.2 (formulele (1.2.56)—(1.2.60)), mişcarea sistemului 
respectiv poate fi descrisă cu ajutorul vectorilor r = T; — Ta și R = 
= (mar, + ma) (m, + ma). Avind în vedere relațiile (1.2.59) şi (1.2.60) 
ecuațiile Lagrange (1.4.12) ne dau că mişcarea sistemului considerat este 
descrisă de ecuațiile 


MR = 0 (1.8.6) 
ur = fir) a == VYV() (1.8.7) 


unde M = m, + M, este masa totală, iar y = ma - Mal(M + Ma) este masa 
redusă a sistemului. Relaţiile (1.8.6) şi (1.8.7) ne arată că mişcările celor 
două particule sint echivalente cu un ansamblu de două mişcări: mişca- 
rea, liberă a centrului de inerție (R = 0) şi mișcarea unei particule fictive 
de masă egală cu masa redusă u a sistemului într-un cimp de forţe centrale. 
în cazul Cînd m, < m, după cum se vede din (1.2.57)—(1.2.60) avem 
m. Atunci mişcările deserise de (1.8.6) şi (1.8. T) sînt respec- 
tiv mișcarea liberă a particulei de masă ma Și mişcarea particulei de masă m 
într-un cîmp de forțe centrale cu centrul în particula de masă m, Acesta 
este, de exemplu, cazul” mişcării oricăreia dintre planetele (de masă m) 


Rar gip% 
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planetelor este cam 1/700 din masa Soarelui. 
Să trecem acum să prezentăm citeva detalii referitoare la mişcarea 
particulelor în cîmpuri centrale caracterizate prin energii potenţiale 


din sistemul solar în jurul Soarelui (de masă m), deoarece masa tuturor | 
| 
de forma | 


V(r) = — (1.8.8) | 


unde « este o constantă pozitivă sau negativă. Astfel de cimpuri sint 
întilnite în cazul interacțiunilor gravitaționale (newtoniene) cind a < 0 

sau a celor electrostatice (coulombiene — vezi cap. VI) cind a >0 sau | 
a < 0. Pentru o particulă de masă m care se mișcă într-un cimp descris | 
de (1.8.8) se conservă mărimea vectorială 


mar 


A=pXL+ (1.8.9) 


a 
unde p=mv şi L=r xp sint impulsul respectiv momentul cinetic | 
al particulei. Într-adevăr, âvînd în vedere (1.8.4) şi. relaţiile dp/dt = l 
SR yV or, r x (r x p) = r(r p) — pir : r), se vede uşor că 

r } . 


ra 


se poate scrie 


a a dr mar d 1/2 
pe pas Te | ce = i a = 
p EL | | 72 A ) 


mar dr 
= rx exp +> aea 
Ti ' ; r ; 


r3 dt 
j E CA dr z 
2 ea iea aA a) 
A a a = ee (ni =. (1.8.10) 
iag E p) aparer P TE P 


A ă > obţi ia traiectoriei particulei. 
faptul că A = const. se poate obţine ecuaţia traiec rt: 

aia e A se alege un sistem de axe de coordonate 20y cu ONGRIA £ Q 

plasată în centrul cîmpului cu axa O% orientată după vectorul p şi resp 


i i iœ, 1.8.1). Conform cu (1.8.5) 
t za Oy orientată după vectorul p X L (fig. 1.8 
raal ep deci mișcarea particulei se află în planul sOy astfel ales. De 
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BSO BABA din (1.8.9) so vede atunci că şi vectorul A se află în planul vOy 
menţionat (planul mișcării) și aro punctul de aplicație în punctul 0 (cen- 
trul cimpului). Veotorul A fiind constant unghiul ọ intro r și A se va modi- 
fica în decursul timpului. Avind în 


vedere că L =r X p din relaţia (1.8.9) y 
şi de pe figura 1.8.1 se pot serio re- 
lațiile APL Io AL TOUDI MD PS EA 
ma i) 
| Ns rare F ) Ny = pL -}- ULKA EA POPE E E DR pe 


N = A +A = (22) a i 
r 


ma \? k 
+ F ) y? pet + 2pL Pl = Fig. 1.84 
r 


= mo? + pl + Ie 2ma L pii + 2mI? = +2] 5 
f ; 2m f 


= mo? + 2ML T + V) = ma + 2m PE = const. (1.8.12) 


unde T, V şi E sînt respectiv energiile cinetică, potenţială şi totală ale 
particulei. 
Folosind expresiile (1.811) și figura 1.8.1 se poate stabili uşor ecuaţia 
traiectoriei particulei exprimată ca dependenţă a lui r de ọ (adică a distan- 
tei particulei faţă de centrul cimpului funcție de unghiul e între r şi A). 
Într-adevăr se vede uşor că se poate scrie 


rAcos g= r A= mAy A = a Pg + 

FOE E E (1.8.13) 

Din această relație rezultă ecuația traiectoriei 

E 
m (1.8.14) 
1 + cos 

IA A 

Ra E o acuzau (1.8.15) 
cu 8 a ; Sa ; 


arametru focal. Pentru s 4 0 (adică L # 0) ecuația (1.8.14) 
'conice în funcţie de ewoentricitatea s. Diferitele- 
be în funcție de valorile lui s sint indicate în 


s se numește par / 
reprezintă ecuația unei 
forme particulare de cur 
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tabelul 1.8.1. Pentru aceleași valori ale lui e sînt indi ; ; 
; : j icate şi valoril iei 
totale Æ a, particulei, care conform cu (1.8.12) și (1.8.15) are expresia o 


ma?(e? — 1) 
212 


Wa (1.8.16) 


Mişcarea pe elipsă (în particular pe cerc) se distinge prin f ă 
x sub 2 N a d. a tul ; 
este periodică. Dacă notăm cu 7 perioada unei astfel de litri di 34) 
şi (1.8.5) avem ii 


L 7 7 L LI 
as =— at, 8 =f 48 = di (iam) 
2m 0 o 2m 2m 
Tabelul 1.8.1 
Valorile lui € | Valorile lui E Forma traiectoriei 
e =:0 2 Cere 
MO; 
i Er deep 
25 
e N a a 
EES E.< O Elipsă 
CE Fa Parabolă 
g> I ESO Hiperbolă 
š 


as şi S fiind ariile măturate de raza vectoare în intervalul dt respectiv 
într-o perioadă 7. Dar pentru o mişcare pe o elipsă, S.este tocmai supra- 


fața elipsei deci : 
S = xab (1.8.18) 


a şi b fiind semiaxele elipsei. Tinînd cont de (1.8.14), după cum se ştie din 
geometrie, valorile lui a şi b sînt 


ge E a Dee la (1.8.19) 


Ss pene p= 
i= e?’ =z 


Din relațiile (1.8.17)— (1.8.19) şi (1.8.15) se găseşte atunci relaţia 


T? = ma? a E (1.8.20) 
% 


mișcarea planetelor în jurul Soarelui, este cunos- 
a a treia a lui Kepler şi arată că pătratul perioadei 
ional cu cubul semiaxei mari a 


Această relaţie, aplicată la 
cută sub denumirea de lege 
de revoluţie a unei planete este proporţ 
elipsei pe care se mișcă. 
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În tabelul 1.8.2 sînt date caracteristicile orbitelor eliptice descrise 
de planetele sistemului solar în jurul Soarelui, precum şi masa m a plane- 
telor şi unghiul ð de înclinare a planului orbitelor lor în raport cu planul 
orbitei Pămîntului. Semiaxa mare « orbitelor planetelor este exprimată 
în funcție de semiaxa mare a, corespunzătoare Pămîntului (ap = 
= 1,495 -10m şi reprezintă semisuma distanțelor pînă la Soare a Pămin- 
tului aflat la afeliu (r = tmas) şi periheliu (r = min) ; ap este numită şi uni- 
tate astronomică de distanță). 

Din considerentele de mai sus, în cazul cînd cîmpul de forțe centrale 
este cîmpul de atracție gravitațională al Pămîntului, se pot determina 
prima şi a doua viteză cosmică. Prima viteză cosmică v; este viteza minimă, 
necesară pentru a lansa de pe Pămînt un corp (de masă m) pentru a-l 
transforma în satelit. A doua viteză cosmică vz este viteza minimă necesară 
unui corp pentru a părăsi complet Pămîntul (și a se mişca pe o traiectorie 
deschisă cu £ > 1). Prima viteză vrse realizează pentru e = 0 şir = Rp = 
= 6,4 - 10%m = raza Pămîntului. Din (1.8.14) şi (1.8.15), ţinind cont că 
IL] =|r x p| = Rp: morşi punînd « = —GM pm (M, — masa Pămîntului, 
m — masa corpului şi G = 6,67 + 1011 N :m?/kg? — constanta atracției 
universale), găsim 


I2 2 22 Ip 
Rice g o ia andea PE ie ren | Oaie, Gel sa S 
: ma mGM m Ii s 


După cum se vede din tabelul 1.8.1 un corp părăseşte complet Pămîntul 
şi descrie o mişcare infinită cînd energia sa totală la suprafața Pămîntului 
devine mai mare sau egală cu zero. Atunci (cu «x = —@M pm) se poate scrie 


2 
MV 
Pa 


— G un = 0; vu = e x 11,2: 10° Z. (1.8.22) 
Rp Rp i 


Expresia, (1.8.14) a ecuaţiei traiectoriei unei particule într-un cîmp central 
de tipul (1.8.8) ne permite să stabilim relativ ușor aşa numita formulă a lui 
Rutherford reteritoare la împrăștierea unor particule într-un cîmp central 


E Tabelul 1.8.2 
; T í 
Planeta Sp i. na pl | (secunde) | Si | e 

E ———, 

] „28 -1023 0, 387 7, 60 +106 0, 205 7°00 
alde A A -10% 0,723 , | 1,94 -107 0,006 3°23" 
Pămint 5, 98 -1074 1,000 316107 0,016 ; o: r 
Marte 6,73 1023 1,523 5, 94-107 0, 093 151 
Jupiter 1, 9-107 5,202 3,74 108 0, 048 tis 
Saturn 5, 67-10% 9,554 9, 3-108 0,055 2°29 
Uranus 8, 80 -105 19,218 2,66-10° 0, 046 0°46’ 
Neptun 1,03 1020 30, 109 5,20-10° 0, 008 1 46 
Pluton 5, 4 +1024 39, 60 7, 82:10 0, 246 1727 
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de respingere (« > 0). Pentru aceasta vom considera, o mișcare infinită, 
a unei particule care, la distanţă infinit de mare de centrul cimpului, are 
viteza Væ și a cărei direcţie iniţială de mișcare (tangentă, la va) trece la 


distanța p (numită para- 
metru de şoc) de centrul 
cimpului (fig. 1.8.2). Evi- 
dent că energia totală gi 
momentul cinetic al par- 
ticulei se conservă şi au 
valorile E = Eo = mv%/2 
şi respectiv L= Lo = map 
(vezi și figura 1.8.2). Tra- 
iectoria particulei va fi o ` 
hiperbolă (E > 0). Unghiul 
de [difuzie y, după cum se 
vede din figura 1.8.2, este 
unghiul dintre asimptotele la traiectoria hiperbolică şi este dat de relaţia 


x =T — Po (1.8.23) 


Fig. 1.8.2 


unghiul ọọ, fiind determinat de direcţiile lui r pentru care r = o și 7 = fmin- 
Din (1.8.14), (1.8.15) şi (1.8.12) cu « > Orezultă că ọọ este soluţia ecuaţiei 


i 2 
ap scos pp să a 2E cosg =0 


MA 


sau a ecuației 


(1+ 22E 
ma? 


J eote ei EES, 


Punînd aici E = Bo = mă]? şi L = Lo = mio" p şi tinînd cont de 
(1.8.23) se obţine 4 
x 


2 a i Ie e 
p2 = aci te20, = pipi ctg > (1.8.25) 


Această relație stabileşte dependența între unghiul de difuzie y şi para- 

metrul de şoc p. Dacă avem de a face cu un flux de particule care toate sînt 

împrăștiate (difuzate) de același centru, atunci numărul de particule aN 

care au parametrul de şoc cuprins în intervalul (p, e + de) vor îi difuzate 

în intervalul unghiular (y, y + dx). Dar dacă în fluxul incident numărul 

de particule care trec în unitatea de timp prin unitatea de suprafaţă este 
"m, se poate serie . 


AN = n: 2mpdp = mnd(pk. ` (1.8.26) 
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Aceste dN particule vor fi di e în i 
iar e ieri ee or fi difuzate în intervalul unghiular (x, x+ dx), 


Ey 
su e EA . (1.8.27) 


defineşte a cîta parte din parti incidente si i în i 
€ „particulele incidente sînt difuzate în intervalul 
unghiular (xy, x + dx). Mărimea do se numește secțiune eficace diferen- 


jială a procesului de difuzie. Se vede uşor că do se măsoară i ităti 
y $ R soară în unită 
suprafaţă. Din relaţiile (1.8.25)— (1.8.27) rezultă, ităţi de 


SAN a \2 cos(x)2) | 
= ( nE ) G dy. (1.8.21) 


În locul interyalului unghiular infinitezimal dy adesea se foloseşte unghiul 
solid dQ cuprins între conurile de deschidere x şi y + dy definit prin 
relația 

dQ = 2nsin y dx. (1.8.28) 


Atunci expresia (1.8.27) se transcrie sub forma 


N ARAL 
do = ——) EPICE (1.8.29) 
2mv> |  sin%(x/2) 


Această relaţie este cunoscută sub denumirea de formula lui Rutherford. 


Y 
\ 


§ 1.9. ELEMENTE DE MECANICA CORPURILOR 
DE MASĂ VARIABILĂ > i 


În paragrafele precedente au fost studiate diverse probleme legate 
de mişcările mecanice ale unor corpuri a căror masă nu variază în cursal 
mişcării. În practică, însă, întîlnim adesea corpuri a căror masă variază 
în timpul mişcării. Ca exemple de astfel de corpuri pot fi citate : o piesă 
în timpul prelucrării prin aşchiere, un corp căruia într-un proces tehnologie 
d continuu masă (de exemplu o platformă 
mobilă, ce este încărcată din mers), un dispozitiv hidraulic care în timpul 
funcționării absoarbe şi elimină continuu fluxuri de fluide, un avion cu 
motor autoreaetor (care- i 
gi prin procesul de eliminare a aerului împreun l 
motorului), o barcă cu motor cu reacţie (care se deplasează ca urmare a 
absorbirii apei de către o pompă și eliminarea er cu viteză mare în sens opus 


mișcării), O rachetă sau un proiectil reactiv. Este cit se poate de clar că 
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studiul mișcărilor corpurilor de masă variabilă prezintă un interes real 
atit din punct de vedere teoretic, principial, cît şi din punct de vedere al 
aplicaţiilor practice şi că un astfel de studiu face parte în mod firese 
din mecanică. 


„În cele ce urmează ne vom referi doar la corpuri de masă variabilă, 
ale căror dimensiuni proprii sînt mici în comparaţie cu distanţele spaţiale 
pe care ele se mişcă. Astfel de corpuri pot fi considerate ca fiind puncti- 
forme. Un corp punctiform cu masă variabilă îl concepem ca un ansamblu 
de particule materiale ce se dezlipese (separă) sau se alipesc la corp. Un 
astfel de ansamblu de particule materiale poate fi privit ca un sistem 
mecanic a cărui masă nu se modifică în procesul mişcării. Pentru studiul 
mişcărilor unui corp de masă variabilă vom admite, ca o ipoteză de bază, că 
respectivul corp interacționează cu particulele materiale care i se alipese 
sau cu cele care se detaşează de el doar în momentul contactului” cu ele. 
Această ipoteză simplifică considerabil investigarea mișcărilor corpurilor 
de masă variabilă şi permite să se facă abstracţie de mişcarea particulelor 
materiale după separarea lor de corp sau după alipirea lor la corp. 

Pentru a introduce ecuaţiile de bază referitoare la mişcarea corpurilor 
de masă variabilă este necesar să aplicăm ecuaţia de mișcare (1.2.46) a 
unui sistem de particule materiale sub forma 
ue (1.9.1) 
dt- 

Aici, conform ipotezei de bază amintite mai sus, P reprezintă impulsul 
corpului de masă variabilă m şi a particulelor de masă Am (sau — Am) 
care se alipese (sau se desprind) de corp, iar F reprezintă forța aplicată 
corpului. Pentru a găsi ecuaţia de mişeare a corpului de masă variabilă, 
se impune să fie explicitată (detaliată) expresia mărimii dP/dt. În acest 
scop vom concepe dP/dt ca limită a raportului între o creştere AP a impul- 
sului corpului şi intervalul de timp At în care are loc respectiva creştere. 
Să considerăm. că la momentul t corpului de masă m şi viteză v i se ali- 
peşte o particulă de masă Am avind viteza u. Atunci impulsul sistemului 

` la momentul î va fi 


P(t) = my + Amu. ` (1.9.2) 


La momentul t + At corpul şi particula se vor mişca ca un singur punct 
__ material de masă m + Am şi viteză v + Av. Atunci impulsul sistemului 
la momentul t + At se va scrie sub forma 


P(t + At) = P(t) + AP = (m + Am)(v + Av). ; (1.9.3) 


Din (1.10.2) și (1.10.3) rezultă 
AP = mAv + Am(v — u) + Am ` Av. (1.9.4) 


Presupunem în continuare că alipirea (sau dezlipirea) particulelor de corp 
se PEA de aşa manieră încît masa corpului este o funcție m=m(t) continuă 
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şi diferenţiabilă de timp. Din (1.10.4) putem serie atunci 


lim -—— = — = m — u): — 9, 
ao At dt i di TA Pa dt pl 
deoarece lim(Am : Av/At) = 0. Introducind acum (1.9.5) în (1.9.1) obținem 
ecuaţia 
dv dm 
m — =F + — (u — y). 1.9.6 
dt var ' A rep 


Această ecuaţie reprezintă legea de bază a dinamicii corpurilor de masă 
variabilă şi poartă denumirea de ecuaţia lui Meşcerski.: Se vede ușor că 
în cazul în care masa corpului este constantă (dm/dt = 0) ecuaţia Meş- 
cerski se reduce la ecuaţia Newton obișnuită. Trecînd în (1.9.6) termenul 
(dm/di)v din partea dreaptă în partea stingă se vede uşor că ecuația Meg- 
cerski se poate scrie şi sub forma 


d dm j 
E (7702) Ri — u. 1.9.7 
a (my) JF z ( ) 
Mărimea 
dm dm 
F, =— (u = V= W , (1.9.8 
e ( ) qi | ) 


din ecuaţia (1.9.6) se numeşte forță reactivă, iar mărimea w = u — v este 
viteza reactivă a particulelor faţă de corp. - | 

Să aplicăm în continuare ecuaţia Meşcerski la problema mișcării 
unei rachete, în absenţa vreunor forţe exterioare, numai sub acţiunea forţei 
reactive Fp produsă prin evacuarea, (de către motoarele râchetei) a unor 
gaze. Vom nota CU To, Vg Și Mo valorile razei de poziţie T, a vitezei V şi 
respectiv masei m ale rachetei la momentul iniţial t = 0. Folosind notația 
w = u — v pentru viteza relativă față de rachetă a particulelor evacuate 
din (1.9.6) avem pentru cazul discutat 


dv im a A a (1.9.9) 
dd m dt dt 

de unde, prin integrare, obținem ; 

Jana ( Alla Ata) wnat (1.9.10) 
o dt 

p r 

PI A a ( ț Aa CI ţi”) ai” at’ (1.9.11) 
i 0 “0 


TI 


N | A ti ; 
În cazul particular cînd viteza relativă w a particulelor evacuate este 
constantă (w(t) = w, = const.), relaţiile (1.9.10) şi (1.9.11) se transcriu 


mo 


v = V; — wln = V +v (1.9.12) 
m(t) 
t 
ESPE ew | In —0— d, (1.9.13) 
o m(t) 


Aceste ecuații sint cunoscute sub denumirea de ecuațiile lui Tiolkovski. 
Mărimea v’ definită după cum se vede din (1.9.12), prin relația 


vV ane Li pe (19.14) 
m(t) 


reprezintă viteza suplimentară dobîndită de rachetă ca rezultat al acțiunii 
motoarelor. Dacă notăm cu Mmg masa rachetei (fără combustibil) şi cu m, 
masa totală a combustibilului de care dispunea racheta la t = 0 se vede 
că viteza suplimentară finală dobindită de rachetă după consumarea întregii 
mase de combustibil va fi 


pp Ea pal ae = w In ( — me ; (1.9.15) 
R 


Mr F Me 


Capitolul II 


Elemente de mecanica mediilor continue 


$ 2.1. INTRODUCERE 


E Corpurile materiale de multe ori sînt implicate în mișcări în decursul 
cărora forma şi structura lor internă se schimbă datorită mişcărilor rela- 
tive ale părţilor lor constituente. Intr-o primă aproximaţie studiul respec- 
tivelor mişcări se poate întreprinde făcînd abstracţie de constituţia mole- 
culară şi atomică a respectivelor corpuri şi considerind un astfel de corp 
drept un mediu continuu în care masa este distribuită, în mod continuu 
(în sensul analizei matematice) în volumul ocupat de corp. Într-o astfel de 
aproximaţie evident că pot fi studiate numai proprietăţile și mişcările 
macroscopice ale corpurilor — adică acele proprietăţi şi mișcări care se 
referă la distanţe spaţiale mult mai mari decit dimensiunile atomilor şi 
moleculelor. Experienţa arată că aproximaţia menţionată este suficient 
de bună pentru studiul unei clase largi de fenomene de interes practic. 


Studiul mișcărilor mecanice ale corpurilor în aproximaţia menționată, 
formează obiectul de investigaţie al mecanicii mediilor continue. Entitatea 
elementară în studiul mișcărilor mediilor continue o constituie mişcarea 
punctelor mediului continuu. Prin punct al unui mediu continuu se înțelege 
o porţiune a mediului (corpului) respectiv infinitezimal de mică în com- 
paraţie cu corpul în ansamblul său, dar totuşi suficient de mare ca să fie 
„macroscopie” (adică să conţină încă un număr mare de molecule și atomi 
pentru a putea face abstracţie de structura molecular-atomică a părții 
respective). Prin mişcarea unui mediu continuu se înțelege, evident, ansam- 
blul mişcărilor tuturor punctelor mediului în cauză. De aceea, un mediu 
continuu este un sistem mecanic cu o mulţime infinită (continuă şi nenumă- 
rabilă) de grade de libertate (spre deosebire de sistemele studiate în capi- 
tolul precedent care au o mulţime finită și numărabilă de grade de liber- 
tate). Această particularitate a mediilor continue impune ca aparatul mate- 
matic folosit în studiul mișcărilor lor mecanice să-l constituie teoria funo- 
țiilor continue (reale sau complexe) de mai multe variabile, iar ecuaţiile 
care descriu mișcările respectivelor medii sint ecuaţii diferenţiale cu deri- 


vate parţiale. 
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În cazul mecanicii mediilor continue rămin valabile legile stabilite î 
cadrul mecanicii sistemelor cu o mulțime finită şi numărabilă de grad da 
libertate (legi prezentate în capitolul precedent). În plus, ca un tal z Aa 
fic, în cadrul mecanicii mediilor continue se introduc unele pe pet supli- 
mentare (preluate şi distilate” din experiență) referitoare la natura fizică 


a corpurilor studiate. După natura lor fizică, manifestată prin proprietăţi . 


cei Fă DEP S reale se pot afla în una din următoarele stări de 
gregare ; ă, ă, gazoasă, plasmă şi crıstale lichide. Mecanica 
mediilor continue procedează la studiul proprietăților şi mişcărilor 
macroscopice ale solidelor deformabile (elastice şi plastice), ale lichidelor gi 
gazelor (adică a fluidelor) ideale şi viscoase. Solidele rigide (nedeformabile), 
deoarece sint caracterizate printr-un număr finit (şi mic) de grade de liber- 
tate, nu intră in studiu în cadrul mecanicii mediilor continue, ci în cadrul 
mecanicii sistemelor cu un număr finit de grade de libertate. Gazele rare- 
fiate, plasma și cristalele lichide nu formează; obiectul de studiu al mecanicii 
mediilor continue, deoarece în studiul proprietăţilor macroscopice ale aces- 
tor corpuri nu se poate face abstracţie de structura lor atomico-moleculară. 
Studiul proprietăţilor macroscopice ale acestor corpuri se face în cadrul 
capitolului de fizică statistică, unde se ţine cont; explicit de structura ato- 
mico-moleculară a corpurilor studiate. Referitor la solidele, lichidele şi 
gazele al căror studiu macroscopic este abordat în mecanica mediilor con- 
tinue trebuie reţinut şi faptul că datorită constituţiei lor atomico-molecu- 
lare aceste corpuri au și proprietăţi nemecanice (adică „nereductibile” la 
proprietăţi şi mișcări mecanice), cum sînt cele termice, electrice, magnetice, 
electrice, optice, atomice. Desigur că studiul acestor proprietăţi transcende 
domeniul de investigare al mecanicii mediilor continue şi el este abordat 
în alte capitole ale fizicii cum sînt : termodinamica și fizica statistică, 
electromagnetismul, optica şi fizica corpului solid. 

Aria tematică a mecanicii mediilor continue este extrem de vastă. 
în capitolul de faţă nu vom urmări să facem o prezentare exhaustivă a 
acestei tematici. -Ne vom limita, să prezentăm doar un număr mic de pro- 
bleme ale mecanicii mediilor continue, care în general sînt corelate cu pro- 
bleme discutate în alte capitole ale prezentului volum. 


Li 


ş 2.2. ECUAȚIA DE CONTINUITATE 


“În interiorul corpurilor pe care le considerăm a fi medii continue 
i ită în mod arbitrar. Remarcabil este faptul că 


n general masa este distribui 
RA element infinitezimal (în sens macroscopic) de volum dY” se află 


concentrată o cantitate de masă infinitezimală dm, care este întotdeauna 
proporţională cu dY. Deci se poate serie 


dm = pdY. A (2.2.1) 
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Mărimea, p se numește densitate masică sau simplu densitate. În general 


densitatea p este funcţie continuă de i ti Í 

N: ste ţi punct și timp, adică p = p(r, t) 
r Dinti, cva de poziţie al punctului a cărui vecinătate o formează ele- 
mentu de volum d% şi este momentul de timp la care ne referim. Masa m 
conținută într-un volum finit Y al corpului este dată de relația 


m = i dm =( pt t)ar. (2.2.2) 


Variația în timp a masei m închise în volumul Y se exprimă evident; 
prin relaţia 
dm d 


imed (i arie papa (il A EDRII RZI 22. 
U gi i g ) F ôt Haa 


Deoarece studiem mişcarea mediilor continue în limitele de aplicabilitate 
ale mecanicii clasice trebuie să avem în vedere faptul că masa este o mărime 
care se conservă. De aceea, variaţia în timp a masei dintr-un volum dat Y 
al mediului continuu poate să apară numai ca urmare a transferului de 
masă prin suprafaţa © care înconjoară volumul Y'. Masa elementară dm 
transferată în volumul ⁄ în intervalul de timp dt prin elementul de supra- 
faţă dS poate fi scrisă sub forma (vezi şi figura 2.2.1). 


dman = — påS, [vdt = — pdS-v -dt (2.2.4) 


unde v reprezintă viteza cu care se depla- 
sează punctul mediului continuu în locul 
unde se consideră 'elementul de suprafață 
dS, d$, este proiecția pe un plan perpen- 
dicular pe v a elementului de suprafaţă dS, 
iar dS este un vector de modul |dS| = dS 
orientat după normala exterioară a ele- 
mentului de suprafaţă dS. Semnul minus 
în (2.2.4) arată că transferul de masă spre 
exteriorul volumului ⁄ conduce la Micșo- 
rarea, masei din volumul respectiv. Împăr- 
tind în (2.2.4) prin dt, integrind după toată 
suprafaţa exterioară © ce delimitează 3 i 
volumul Y” și aplicînd teorema Gauss se poate scrie următorul şir de 
relaţii 


Fig. 2.2.1 


€ 


Am. q Ames. = =$ vas = — bi as= -j Via. (2.2.5) 
a- pe: sa | E . 


Mărimea j = pv se numește densitate de curent masio. D in cele spuse mai 
sus se vede ușor că mărimile jdS respectiv pas reprezintă fluxul de masă 
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(cantitatea de masă transferată în unitatea de timp) prin elementul de 
suprafaţă dS respectiv prin toată suprafaţa exterioară S ce înconjoară 
volumul ⁄. , 

Avind în vedere că atît (2.2.3) cît şi (2.2.5) exprimă aceeaşi variaţie 
în timp a masei m închise în volumul Y” din respectivele relaţii se poate 
scrie 


ô : 
| Pay | Vijar =0 (2.2.6) 
y ot y 


Deoarece această relație este adevărată pentru orice volum Y, arbitrar 
ales, înseamnă că ea implică relația 


Op > 
Si Vi = 0 2.2.7 
3 a) (2.2.7) 


numită ecuatie de continuitate. 


§ 2.3. FORȚELE CARE ACȚIONEAZĂ ÎN MEDIILE CONTINUE 


Să considerăm într-un mediu continuu o parte a sa de volum Y 
delimitat de suprafaţa S. Forţele care acționează asupra acestei părţi sint 
de două tipuri : forțe masice şi forţe de tensiune. Forţele masice sînt-acele 
forțe care acţionează asupra fiecărui element de volum dY al mediului, 
sînt proporţionale cu masa dm = pdY din elementul de volum respectiv, 
sînt independente de existenţa alăturată a altor părți ale mediului continuu 
şi, pentru mediul continuu considerat în întregime (în ansamblul său), . 
sînt forţe externe. (Un exemplu, de forță masică îl constituie forța de greu- 
tate ce acţionează asupra mediilor continue la suprafaţa Pămîntului.) 

Dacă se notează cu f densitatea de forță masică (adică forţa ce acţio- 
nează asupra unităţii de masă) forţa masică rezultantă F„ care acţionează 
asupra, mediului continuu cuprins în volumul Y! este dată de relaţia 


F, = tpar. (2.3.1) 
y 


Momentul rezultant al forţelor masice se poate scrie desigur sub forma 


A 


M, = fi rx te dr. (2.3.2) 


În mediile continue mai apar şi torţe de interacţiune între părţile 
adiacente ale mediului, care se manifestă la suprafața de separație a res- 
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pectivelor părți. Acestea sînt forţe interne în raport cu mediul privit în 
ansamblul său. Evident că acest tip de forţe se supun legii a treia a dina- 
micii newtoniene (adică principiului acțiunii și reacţiunii) și, de aceea 
rezultanta lor ca şi momentul lor rezultant sint nule. Totuși, pe suprafața K 
ce delimitează un volum % din interiorul unui mediu continuu forțele 
interne amintite se manifestă şi caracterizează acțiunea restului părților 
mediului continuu asupra părţii cuprinse în volumul ⁄ considerat. Forțele 
menţionate care se manifestă între diferite părți ale mediului continuu 
poartă denumirea, de forţe de tensiune. Să vedem care sint principalele pro- 
prietăţi şi caracteristici ale forțelor de tensiune. În acest scop să considerăm 
un element infinitezimal de suprafaţă dS de pe suprafața ce delimitează 
volumul Y într-un mediu continuu. Asupra elementului respectiv de supra- 
față va acționa forța infinitezimală de tensiune dFS. Experiența arată că 
în general sensul lui dFS diferă de sensul vectorului dS = d$ -n (n fiind 
normala, la suprafață) (fig. 2.3.1). Tot experienţa arată; că forţa dF’ este 
proporțională cu suprafaţa dS și depinde în general de orientarea vecto- 
rului d5. Dacă scriem vectorul dS sub forma 


AS = dS 1 e A8e | e ABE Le (2.3.3) 


proprietăţile menţionate ale lui dES sînt îndeplinite dacă, de exemplu 
referindu-ne la componenta sa dE? (a forţei AF”) ea poate fi scrisă sub forma 


dF? = PAS a Pads, J PAS PIE (2.3.4) 
Introducînd notațiile i, k = 1, 2, 3 = v, Y, Z se vede uşor că această 
relație se generalizează sub forma 


3 
AF? = Y, PaaS (2.3.5) 
k=1 


Setul de mărimi Pu poartă denumirea de tensor al tensiunilor. În general 
componentele P,, ale tensorului tensiunilor depinde de vectorul de poziție r 
şi de timpul t, adică P = Pulr, t). Pentru a ilustra relaţia (2.3.5) să 
alegem în mediul continuu un element de suprafață pentru care 


daS =id9, = idg ; (2.3.6) 


adică un element de suprafață normal pe axa Ov (fig. 2.3.2). Pentru o 
astfel de alegere a lui dS forța de tensiune dE* are componentele carteziene 


APS = Praa AES = Puia AFS = Pyete (2.3.7) 


S = 
Se poate demonstra (vezi paragraful următor) că tensorul tensiunilor 
“este simetric adică satisface relaţiile 
Pa = Pu (2.3.8) 
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pa h Acei al mediului continuu. Aceasta înseamnă că din cele 
D mp iente x e tensorului tensiunilor doar 6 sînt independente între ele 
a tură came vreti independente ale tensorului tensiu- 
1616 mărimi Ps Lan Piz Ps PRRER i ă i 

i D a Pi Pau Și . Evident că pentr 
un mediu continuu componentele tensorului tensiunilor într-un paiet dat 


Fig. 2.3.1 


al mediului depind de orientarea în raport cu mediul respectiv a axelor de 
coordonate Oz, Oy şi Oz. De notat că pentru orice punct al unui mediu 
continuu este posibil să se aleagă orientarea axelor de coordonate în așa 
fel încât tensorul tensiunilor să fie adus la forma diagonală 


Pa = Pa = (2.3.9) 


cu dp = | pentru i = k şi du = 0 pentru i # k (3, reprezintă simbolul 
Kronecker). Mărimile P; = P,(r) (i = 1, 2, 3) se numesc tensiuni princi- 
pale în punctul al cărui vector de poziție este r. Se poate demonstra [28} 
de asemenea că dacă într-un punct de vector de poziţie-r, Pa = Paler) 
sînt componentele tensorului tensiunilor pentru o orientare arbitrară a 
axelor de coordonate şi Pr) sînt tensiunile principale în același punct, 
atunci are loc relaţia 


Pot Pud Pa = Pit Po + Ps (2.3.10) 


Componentele P ale tensorului tensiunilor caracterizează forțele interne 
de tensiune din mediul continuu. După cum am mal menționat compo- 
nentele P,, depind de punctul la care se referă (de vectorul de poziţie r al 
punctului respectiv) şi de timpul t adică Pi: = Pa (£; t); Pe de altă parte, 
deoarece forțele de tensiune interne reprezintă forțe de interacțiune între 
părți adiacente ale mediului continuu, respectivele forțe depind şi de mìşca- 
rea relativă a părților mediului continuu — adică de vitezele v = vhr, t) 
de mișcare ale diverselor părți ale mediului. Aceasta impune ca şi P să 
depindă de vitezele v ale diverselor puncte din mediu. În final deci se 
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Yo i i mărimile P sint funcții de r, vşit, adică PiP p En ast) 
l „concretă a funcţiilor P(r, v,t)se stabileşte fie fenomenologie (por- 
nind de la datele experimentale), tie teoretic (pornind de la anumite modele 
ale mediului continuu). În funcţie de forma concretă a dependenţei com- 
ponentelor P, de variabilele r, v și t avem de-a face cu diferite ramuri 
ale mecanicii mediilor continue. Amintim în acest context că pentru 
mediile continue numite fluide ideale tensorul tensiunilor are forma 


Palt, v, t) = —pi(r; v, d): dur (2.3.11) 


pentru orice punct al mediului şi independent de orientarea axelor de 
coordonate. Mărimea p = p(r, v, t) poartă denumirea de presiu me. 


$ 2.4. ECUAȚIILE DE MIȘCARE ALE MEDIILOR CONTINUE 


Să considerăm o porţiune de volum infinitezimal d% delimitată de 
suprafaţa S în interiorul unui mediu continuu. Forţele care acţionează 
asupra acestei porțiuni, după cum am arătat în paragraful precedent, sînt 
torţe masice de tipul (2.3.1) şi forţe de tensiune de tipul (2.3.5). Sub acţiu- 
nea respectivelor forțe evident că porţiunea, respectivă se va mișca. Desigur 
că mișcarea respectivă se supune legii a doua a dinamicii. Atunci, referin- 
du-ne numai la mișcarea în lungul axei Oz, putem scrie 


a, dm = azp aV = fsp aV + dE5 = 
Say) 


je $ I E E e 


S(dy) 


unde a, reprezintă componenta 7 æ accelerației porțiunii infinitezimale 
considerate, dm = pdY este masa porțiunii respective şi f- componentă z 
a forţei masice ce acționează asupra porțiunii în discuţie. Dacă în locul 
porțiunii infinitezimale ne referim la o porțiune finită de volum Y evident 
că în locul ecuației (2.4.1) trebuie să scriem ecuația 


Gaze ar =6 fear +6 (PaaS, + Pa'aSy + PaaS) (242) 
ECEE Y Sig) 


în această ecuaţie în ultimul termen integrarea desigur că trebuie luată 
pe suprafața 5 ce mărginește volumul Y'. Trecerea de la integrarea pe 
(ar) din (2.4.1) la integrarea pe S(Y) în (2.4.2) se datorește faptului că 
" datorită principiului acţiunii şi reacţiunii integrarea lui AF; pentru părţi 
adiacente din interiorul lui y dăo contribuţie nulă. Cu ajutorul teoremei 
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Gauss ultimul termen din (2.4.2) se poate transforma în felul următor 


$ (Pas A9 + Pay a9, + Pad8) = | pa ald OEH a TEk ar 
Sty) vi 0 ôy da i 


(2.4.3) 
Introducînd (2.4.3) în (2.4.2) obţinem 


| apar = fer par +f E RE 
Y y y 


dar. 4, 
ow ôy Oa ) SI) 


Prin raționamente analoge asupra mişcărilor în direcţiile axelor Ov şi Oz 
se pot evident scrie relaţiile 


f, apar =G ar +h, [282 + Eu 2u) ar 
y y vi 02 ôy, ôz 
| apar =h fear + [see +a Dear, (2.4.5) 
r i v pi 02 ôy 0a 


Deoarece relaţiile (2.4.4) şi (2.4.5) sînt adevărate oricare ar fi volumul 7” 
rezultă că termenii de integrat din cele două părți (stingă şi dreaptă) ale - 
ecuaţiilor respective trebuie să fie egali. Aceasta înseamnă că ecuaţiile 
integrale (2.4.4) şi (2.4.5), implică ecuaţiile locale 


, 


> x Piz ôPzy ôP, 
of pea pe 2.4.6 
pa = Pa ei P ta (2.4.6) 
e Gijs “0:Pijy OP, 
Pau Blat Ta Toy Za 
ţ 
AP: OPa | Pa, 


Pia mPa gt E y dr 


Introducînd indicii {i} = {j} = {k} = (1,2, 3) = yz} aceste ecuații 
ge pot scrie comasat în forma | 


i 
S 


5 

page hoti 2 ati (24.7) 
R ial 0 

Ecuațiile (2.4.6) şi (2.4.1) reprezintă ecuaţiile de mişcare ale mediului 

continuu. 


a / 


30 


w SS asi A b 
RE AA iei E - 
a ă AA a N i] 


În scopul de a demonstr ietat 
: TN l a demonstra proprietatea (2.3.8) a tensorului tensiu- 
nilor să revenim la ecuația (2.4.1) scrisă pentru o porțiune infinitezimală 
a mediului cuprinsă în elementul de volum dY. Folosind indicii d, d, h 
introduși în (2.4.7) se vede uşor că ecuația (2.4.1) se generalizează sub forma, 


3 
mp dY = frp dY +4 5 Pasy (2.4.8) 
Sdp) k=1 


Folosind aceste relații se vede imediat că se poate scrie 


pelva; — 20) AV = p(zif, — of) ar + 


3 
+ y (24Pis ETS Piw) d$,. s (2.4.9) 


Sog) k=1 


Trecînd de la elementul infinitezimal de volum d% la un volum finit ⁄, 
vom integra termenii care apar în (2.4.9) „„plimbînd” elementul de inte- 
grare dY” prin toate părțile infinitezimale ale mediului cuprins în Y-. La, 
acest proces de integrare trebuie avut în vedere că forțele de tensiune sînt; 
forțe de interacţiune între părţi adiacente ale mediului și că ele în con- 
secință satisfac principiul acţiunii şi reacţiunii. Atunci integrarea după 
suprafaţa S(dY”) va fi nulă cînd S(dY') parcurge suprafeţe interioare (ce 
delimitează părţi adiacente) şi va fi nenulă doar cînd S(dY') parcurge supra- 
fața exterioară $(Y) care delimitează volumul Y/. Din aceste motive se 
poate scrie că din relaţia (2.4.9) rezultă, 


f p(2iay — Za.) av z e(z,f, — afi) dy A 
y y 
3 . 5 
+ >À (xP; > P; x) d$,. (2.4.10) 
S(p) k=1 


Ultimul termen din partea dreaptă a acestei relații poate fi transformat 
cu ajutorul teoremei Gauss în felul următor 


3 E) “ 
P a — Pi) dS =Í — G Pap ) av. (2.4.11) 
Ea i (Pie — 21 Pa) aSk = 2 dz, i£ jk La 


Introducînd (2.4.11) în (2.4.10) se obţine 
|, eloa — wa) aY =h elef, — aja + 
$ | 
y iai Ôr 


+$ S Lina = Pa) aY. (2.4.12) 
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6 — o, 114 


Deoarece ă ie i 

aceast rală ie să fi isfăcută ori i 

e Tecla S i relaţie inbegr ală trebuie să fie satisfăcută oricare ar fi 
zultă că termenii de integrat; din cei doi membrii ai ei trebuie 


să fie egali. i șI azeri M : S 
tia Fi Aceasta înseamnă că relația integrală (2.4.12) implică rela- 


ð 
plai a; — Vjt) E plaf Fri fi) “ip £ p (2,Pr— 2 Pa) * (2.4.13) 
k k 


Avind în vedere că 


ô da ôP 
= - (2,P ) == p > w Jk == Pyr = 
da; t= jk da, Tt i da, du Pig +, 2, = 
a SUI si 
= THN — % ele q 
ji FL e (2.4.14) 


relația (2.4.13) poate fi transerisă în forma 


3 ToP stai. 
ni| ea = și, = $ aJ- afea ef Fi > 


k=1 Tk k=1 Ly 


SP by ' (2.4.15) 


"Pinînd cont de relațiile (2.4.1) se vede că termenul stîng al acestei relații 
este nul. Atunci rezultă că şi termenul drept în (2.4.15) este nul adică 


Pi == Py. > (2.4.16) 
Aceste relații arată că tensorul tensiunilor este simetric. 

Mișcările mediilor continue se desfăşoară sub acţiunea forţelor masice 
exterioare descrise de componentele f; = fir, DU = v, Y, 2). De aceea în 
studiul respectivelor mișcări funcțiile far, t), fur, t) şi fir, t) sînt conside- 
rate ca fiind date-şi se pune problema de a găsi funcţiile necunoscute 
art), a(t), art), 9 (r,t), Part), Pa(rt), Paairit), P, (5t), Part), P.C, i). 
(reamintim că tensorul tensiunilor P,, fiind simetric, doar 6 dintre compo- 
nentele lui sînt independente). Prin urmare, ecuaţiile de mișcare (2.4.7) 
(împreună cu condiţia de simetrie (2.4.16)) ale mediilor continue conţin 
10 funcţii necunoscute. De aceea, ecuaţiile (2.4.7) şi (2.4.15) sînt numai 
necesare, nu şi suficiente pentru descrierea mişcărilor mediilor continue. 
Completarea ecuaţiilor amintite cu ecuaţii (relații) suplimentare, pină la 
obţinerea unui număr de ecuaţii suficient pentru descrierea mişcărilor unui 
mediu continuu, se face pornind de la anumite ipoteze referitoare la forțele 
interioare de tensiune. Aceste ipoteze se referă la natura fizică a mediului 
continuu. (medii elastice, lichide sau gazoase) şi în multe cazuri ele depind 
de formele concrete ale mișcărilor mediului (mişcări lente sau rapide: 
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laminare sau tuburlente). Ipotezele amintite sînt „inspirate” („distilate“) 
de Neg din observaţiile experimentale şi deci sint ipoteze fenomenologice. 
„ah Caz particular al mediilor continue îl constituie fluidele ideale 
(neviscoase). Acestea sint caracterizate prin proprietatea esenţială că 
forțele interne de tensiune ce se manifestă, între două porțiuni adiacente 
ale Muidului Sint întotdeauna normale la suprafaţa de separație dintre 
cele două porţiuni. De aici decurge că pentru fluidele ideale, indiferent; de 
orientarea axelor de coordonate, în orice punct al fluidului tensorul tensiu- 
nilor are următoarea formă simplă 


PS E (2.4.17) 


Mărimea p se numeşte presiune. Ea este evident o funcţie de punct (adică 
de r) şi de timpul î, adică p = p(r, t). Faptul că tensorul tensiunilor se 
scrie pentru fluide ideale sub forma (2.4.17) arată că într-un punct dat 
al unui astfel de fluid presiunea este aceeași independent de orientarea 
suprafeței pe care ea acționează. 

Introducînd (2.4.17) în (2.4.7) rezultă că mişcarea fluidelor ideale este 
descrisă de ecuaţiile 


2 
pa; = efi — a (2.4.18) 
ÔT; z 
Aceste 3 ecuații pot fi desigur comasate în ecuația vectorială 
pa = pi— Vp. (2.4.19) 


Dacă se ține cont că viteza v a-unui punct al fluidului este în general funcție 
atît de timp cât şi de poziţie, adică v = v(r, t), se vede că pentru accelera- 
ţia a se poate scrie £ 


dv ôv Se OVER ðv 
EREE O N SRN N: (2.4.20) 
di dt ea . d c4 


Cu această expresie pentru a ecuația (2.4.19) se transcrie în ecuaţia 
ov EDE : 
r + (v V)v =f — — Vp (2.4.21) 
P € 


cunoscută sub denumirea de ecuația lui Euler. Pentru descrierea mişcărilor 
unui fluid ideal ecuația Euler (2.4.21) trebuie suplimentată (completată) 
cu ecuaţia de continuitate (vezi şi (2.2.7)), 


e + View) = 0. | (2.4.22) 


iile (2.4.21) gi (2.4.22) densitatea de forță masică î este 
vi 20 (de exemplu în cazul fluidelor aflate la suprafața 
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Pămîntului i = g, g fiind acceleraţia gravitaţională). Necunoscutele în 
aceste ecuaţii vor fi componentele vs, vy, V, ale vitezei, densitatea p și pre- 
siunea p. În caz general aceste mărimi necunoscute sînt funcții de coordo- 
natele w, y, 2 şi de timpul t. Cele cinci necunoscute menționate sint impli- 
cate în patru ecuaţii scalare : o ecuaţie în (2.4.22) și trei proiecţii scalare 
ale ecuaţiei vectoriale (2.4.21). De aceea, pentru determinarea celor cinci 
funcții necunoscute mai este necesară o ecuaţie suplimentară. Această 
ecuaţie suplimentară se dă de regulă sub forma unei ecuații de stare. Mări- 
mile care determină starea macroscopică a unui fluid ideal sint densitatea p, 
presiunea p şi temperatura, termodinamică T (vezi şi cap. IV). Aceste 
mărimi sînt legate între ele prin anumite ecuații de stare. De notat că 
ecuaţiile de stare se introduc fie pe cale fenomenologică, pornind de la 
generalizarea (şi „distilarea”) observaţiilor experimentale (cum se face în 
termodinamică), fie pe cale teoretică, plecînd de la anumite modele și ipo- 
teze privind structura atomico-moleculară a corpurilor în discuție (cum 
se face în fizica statistică). Ca exemple de ecuaţii de stare cităm 
următoarele : 

— pentru fluidele barotrope densitatea este funcție numai de pre- 
siune, nu și de temperatură, și deci se poate scrie ecuaţia de stare : 


e = plp); (2.4.23) 


— pentru gazele ideale legătura între p, P şi T este dată de ecua- 
ţia de stare 


R i 
= (2.4.24) 
Po 


numită şi ecuația generală a gazelor (unde M este masa molară a gazului 
considerat şi R este constanta generală a gazelor) ; ʻ = 

— pentru fluide a căror stare evoluează în timp prin procese poli- 
trope ecuația de stare se exprimă printr-o dependenţă de forma 


e = kp™ (2.4428) 


între o şi p, unde n reprezintă indicele de politropie. i t 
Dă în Saatis (2.4.21) și (2.4.22) mărimile v, p Și p DU depind 
explicit de timp ci sînt funcţii explicite numai de coordonatele z, Y ŞI 2, 
atunci mişcarea fluidului se numeşte staționară. într-un astfel de caz aa 
ecuaţiile amintite trebuie să se ia dv/ât = 0 şi dplât = 0. Atunci, pa 
mişcarea staționară a unui fluid ideal, ecuațiile (2.4.21) şi (2.4.22) se reduc 
la ecuaţiile 2 


v-Vyv=i sl Vp, V(pv) = 0. (2.4.26) 
: p 


r idealo o constituie lichidele ideale incompresibile. 


fluidelo i l 
piara in i alice lichid densitatea este o constantă (nu depinde nici 


de timp nici de coordonate), adică X 


' p = const. (2.4.20) 
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Din relaţiile p i (2.4. ă 
E Din ze laţiile (2.4.21), (2.4.22) şi (2.4.27) se vede că mişcările lichidelor 
incompresibile sînt descrise de ecuaţiile 


Ov 2 ] 
eg 00 PUN. ata De Ad E A (2.4.28) 
m 


Aceste ecuații formează un set de patru ecuații scalare care conțin 4 necu- 
noscute Vry Vy 9. şi p. Deci ecuaţiile (2.4.28) descriu complet mişcarea 
lichidelor incompresibile. 

. _ Ecuațiile care descriu mişcarea fluidelor ideale reprezintă în general 
un sistem de ecuații diferențiale neliniare de ordinul întîi (sistemul fiind 
format din ecuaţiile (2.4.21) şi (2.4.22), la care trebuie adăugată o ecuaţie 
de stare). Soluţiile respectivelor ecuaţii vor conţine funcţii şi constante 
arbitrare care trebuie determinate din condițiile la frontieră şi din condițiile 
initiale. Condiţiile la frontieră care se referă la restricţii impuse presiunii 
se numesc condiții dinamice. (Drept exemplu de astfel de condiţie poate fi 
citată cerința ca, într-un lichid aflat în contact cu atmosfera, presiunea 
la, suprafaţă prin care are loc respectivul contact să fie egală cu presiunea 
atmosferică). Condiţiile de frontieră ce se leagă de restricţii impuse vitezei 
v(r, t) se numesc condiţii cinematice. (Drept exemplu de astfel de condiție 
se poate cita cerința ca pentru un fluid aflat în contact cu un perete absolut 
rigid şi imobil componenta vitezii normală pe respectivul perete să fie nulă 
pe suprafaţa peretelui). Condiţiile iniţiale pentru soluţiile ecuaţiilor amin- 
tite se dau prin precizarea funcţiilor v, = v(r, 0) şi Po = plr, 0). 


$ 2.5. PROPAGAREA MIŞCĂRILOR MECANICE ÎN FLUIDE 
IDEALE; UNDE ACUSTICE 


În cazul mişcării fluidelor ideale se disting următoarele două situaţii : 
în decursul mişcărilor diversele părţi ale fluidului se deplasează în spaţiu 
fără să mai revină în poziţiile inițiale (sau în vecinătatea acestora) şi ìn- 
decursul mișcărilor diversele părți ale fluidului nu se depărtează niciodată 
prea mult de poziţiile lor iniţiale şi revin de repetate ori în respectivele 
poziţii (sau în vecinătatea lor). Prima situație este specifică fenomenelor de 
curgere, iar a doua situație este specifică fenomenelor ondulatorii mecanice. 
Prima, categorie de fenomene -formeaza obiectul de studiu al dinamicii 
fluidelor (hidrodinamica şi gazodinamica) şi nu vom reţine atenţia asupra 
lor în volumul de faţă. Fenomenele ondulatorii mecanice sînt legate de 
propagarea mișcărilor mecanice prin medii continue sub formă de unde 
mecanice. În cazul fluidelor, dacă propagarea, mișcării nu provoacă variaţii 
(în timp) prea mari ale unor mărimi ca, presiunea, Și densitatea, undele res- 
pective se numesc unde acustice. Studiul undelor mecanice (şi, în particular, 
al celor acustice) prezintă un dublu interes pentru fizică. Aceasta deoarece 
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Studiul lor, pe de o parto, relietenză anumite proprietăţi mecanice ale 
mediilor continue (în particular nlo fluidelor) și, pe de altă parte, permite 
ovidenţieren, unor onractoristioi generale proprii fenomenelor ondulatorii 
(şi undelor) din alto capitole alo fizicii (electromagnetism, optică, mecanică, 
cuantică), De aceon, în acest paragraf vom aborda, citeva probleme legate 
de undele acustice, 

Să vodom cum pot fi desorise undele acustice într-un fluid ideal 
(lichid sau gaz). Vom considera fluidul în absența forțelor masice (adică, 
t = 0) atlindu-se într-o stare de echilibru caracterizată printr-o presiune po 
şi densitate pọ constante, Dacă o cauză oarecare produce o perturbare æ 
acestei stări a fluidului, în fluid vor apărea modificările p' și p' ale pre- 
siunii şi densităţii (abateri de la valorile py și Po). (O astfel de cauză o poate 
constitui de exemplu mişcarea mecanică a unui corp solid cu care fluidul 
se află în contact.) În starea perturbată, presiunea și densitatea mediu- 
lui se vor serie deci sub forma i 


P=P tP, p= ptp (2.5.1) 


unde mărimile p’ și ọ' vor depinde în general de coordonate gi de timp, 
adică p' = p'(r, t) şi p' = p'(r, t). În continuare vom căuta să găsim ecua- 
țiile diferențiale pe care le satisfac funcțiile p'(r, t) și p'(r, t) în aproximațiæ 
perturbaţiilor mici.. Dacă perturbațiile la care este supus fluidul sint 
presupuse mici, evident că vor fi indeplinite condițiile 


IP'| < po le'l < Po (2.5.2) 
În plus, deoarece mişcarea fluidului apare doar ca urmare a perturbaţiilor, 


viteza v va fi şi ea o mărime mică. De aceea, în limita perturbaţiilor mici 
între cei doi termeni din stinga, ecuaţiei Euler (2.4.21) are loc relația 


I(v Yule 


A ; (2.5.3) 
a 


Introducind (2.5.1) în ecuaţiile (2.4.21) și (2.4.22), avînd în vedere că 
îsi 0 şi ţinînd cont de condiţiile (2.5.2) și (2.5.3) (precum și de faptul că 
Po Și po sînt constante) se obțin ecuaţiile 


Pfa ea (2.5.4) 
ôt 
SP ep e, Ai (2.5.5) 
ôt ; 


ii i idului (vezi para- 

le. de stare care caracterizează starea fluidul ezi i- 

e arată că în general între presiunea p a fluidului şi densi 
poz sa p există o anumită legătură funcţională, adică 


p= pl p): (2.5.6) 
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Introducind aici (2.5 înă 4 
aici (2.5.1), dezvoltind în serie şi pini 

ate seri y rai remi : vie şi ţinind con Ş 
poate sorie următorul şir de relaţii py VRO Do 


Pot P' =pl te) Spo) t fera p' Sp + iz o! (2.5.1) 
N Op Po P/Po 
adică 


p' = 0p (2.5.8), 


Op 
d zei i (2.5.9 
3p Po ) 


Derivind relaţia (2.5.5) în raport cu t şi pinind cont de (2.5.4) şi (2.5.8) 
se poate sorie 


unde 


op" ô ôV 
ao o pe Aa e — Vl po = SV Vp) = Ap! EA 
aa Poz (E Zi (Yp') = Ap” = Ap 
adică 
1 32o’ $ 
AD i 2.5.10 
Š ca ôt? ( ) 


or ar 2a’ CN 4 
ahe'. gapar eie e Piso) (2.5.10a) 
dm y o th ; 


în mod analog se poate foarte uşor vedea că din relațiile (2.5.4), (2-5-5) 
şi (2.5.8) se obţin ecuațiile 


om? 
jeg e aul) (2.5.11) 
c2 ôt? 
2 
A e N (2.5.12) 
e? ôt? a 


De notat că ultima din aceste ecuaţii este o ecuaţie vectorială şi deci ea 
este echivalentă cu trei ecuaţii scalare (scrise pentru componentele Oa 
o. si v, ale vectorului viteză vV). Ă ata x 

iii Din cele spuse mai Sus rezultă că dacă într-un fluid ideal aflat în 
echilibru apare o perturbaţie, respectiva perturbaţie dă naştere unor mişcări 
ale fluidului descrise de ecuaţii de forma 


109 Ay =0. (2.5.13) 
o at 
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Acest tip de ecuaţie poartă denumirea de ecuație de undă. Mărimea, 
p = plr, t), după cum s-a văzut mai sus, poate avea semnificaţie de : 
modificare a densității ọ' (în (2.5.10)), modificare a presiunii p’ (în (2.5.11)) 
sau de componentă va, Yp, v a vitezei v (în (2.5.12)). 

Ecuația (2.5.13) este o ecuație spațială tridimensională deoarece 
p = Ņ(r, t) depinde în general de coordonatele w, y și 2. Dacă ne referim 
la un caz unidimensional cînd y depinde numai de una din coordonatele 
spaţiale, să zicem de v, atunci ecuația (2.5.13) se particularizează în forma 


29 a _o 


F m (2.5.14) 


cu } = y(z, t). Să vedem care este forma generală a soluțiilor acestei 
ecuații. Observăm mai întii că ea poate fi transerisă în forma 


2 ð 2 2 
— +e— || e (pi A = 2.5.15 
E sl g Si : ) 
Trecînd de la variabilele t şi z la variabilele £ şi m prin relaţiile. de trans- 
formare R i 
Pii 
pare e e dia) 
e 2 
. (2.5.16) 
IS i pi Saci (a E 
c 2 
- ge pot scrie: relațiile evidente 
san 
ð 9E ôt T z 
ee | | (2.5.17) 
2r e E) 
în an ôt îm 02 2 \ ôt ôx 
„Atunci se vede imediat că relaţia (2.5.15) se transcrie în forma 
aE n 0, (2.5.18) 


„2m8% 
Prin integrarea succesivă a acestei ecuații se obţine 


OPE n) — o, WEN) =È oča + pala) 
J 
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adică 


Yén) = ES) + taln) (2.5.19) 


a Jae și Vo(m) sînt două funcții arbitrare de variabilele £ respectiv n. 
Ve € roari i mi n map Y aX 4 m de ce 
Revenind la var iabilele t şi œ rezultă că soluţia generală a ecuaţiei (2.5.14) 
oste de forma 


M E, ( i “A e h(i 4 zdi ‘, (2.5.20) 
[Și (6 


QX TAN A sne RA s. . i ê sită s 
Să vedem ce semnificație au termenii V, şi Yz din expresia marımıı Ş = 
= Ņ(t, œ). Deoarece y, depinde de t şi w numai prin intermediul variabilei 


= w i YAA 
č = t — —, acest termen arată că dacă în punctul ~, = 0 la momentul 
= 
i, =0, p are o anumită valoare _ să zicem 4? — atunci în punctul 
æ 0 va avea aceeaşi valoare Y la momentul ulterior t = —- Cum vV 
c 


descrie o perturbare în fluid (} poate fi după cum am văzut una din mări- 
mile p', p' sau v) înseamnă că perturbaţia respectivă se propagă din punc- 
tul ay = 0 (unde se afla la t = 0) într-un punct v £ 0 după lege v = ct. 
Analog, termenul Y, care depinde de t şi e prin intermediul variabilei 
n =t + ala ar reprezenta faptul că perturbaţia ce există la tọ = 0 în 


a, = 0 ajunge în punctul v, + 0 la momentul t = — Z — anterior lui tọ- 
c 


În conformitate cu principiul cauzalității o perturbație fizică reală apărută 
T lat, = 0 în ay = Î poate ajunge în alte puncte (e 7 0) numai la momente 
ulterioare lui tọ De. aceea din soluția generală (2.5.20) trebuie reținut 


R PP Zi) 
ca avind semnificaţie fizică doar termenul 4, = pı (t ——— . Astfel vom 
c 


spune că soluția generală cu semnificație fizică a ecuației (2.5.14) este 
de forma 


y = pE) = lt — xlo). (2.5.21) 


Această soluție descrie, după cum am văzut, propagarea în fluid a unei 
perturbații care înaintează în direcţia axei e după legea 2 = ot. O astfel 
de propagare! a, perturbaţiilor în fluid se numeşte undă acustică plană — 
deoarece la momentul t perturbaţia y are aceeaşi valoare în toate punctele 
planului e = d. Lociul geometrie al punctelor unde la momentul t # o. 
perturbaţia V are aceeaşi valoare cu cea pe care a avut-o la to = orm = 0, 
poartă denumirea de front de undă. Desigur că în cazul discutat frontul de 
undă este planul e = 0t, Care 80 deplasează cu viteza 0 în lungul axei O% 
şi paralel cu planul yOz. Viteza de propagare in fluid a undelor acustice 
este egală cu mărimea 0 detinită de (2.5.9). Oa un caz particular al valorii 
lui c-se poate cita valoarea sa pentru gazele ideale. Din relaţiile (2.4.24) 
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şi (2.5.8) se vede că în cazul gazelor ideale viteza c de propagare a undelor 


acustice are expresia 


RI , 
Cc = 22. (2.5.22) 


Această relaţie arată că în gazele ideale viteza de propagare a undelor 
acustice este de acelaşi ordin de mărime cu viteza medie pătratică a mole- 
culelor (vezi cap. V). 


Să vedem acum care este soluţia generală a ecuaţiei (2.5.13) într-un 
caz mai general, cînd y depinde de coordonatele spaţiale v, y, 2. Dacă în 
locul coordonatelor carteziene z, y şi 2 folosim coordonatele sferice r, O şi e 
(vezi tabelul 1.1.1) operatorul Laplace A din (2.5.13) se transcrie sub 
forma 

02 02 2 
A = At = ata E 
022 0y2 GE 


ef) 9 li oas ô 1 02 
=> Aro) = —— | 2— — | sin 0 — — —. 
w r2 A a E r?sinð a T i r2sin20 3g? 
(2.5.23) 


Dacă mediul este omogen şi izotrop și, în plus, presupunem că perturbaţia 
apare (este provocată) în originea axelor de coordonate sînt îndeplinite 
condiţiile 


Ahna bici (2.5.24) 


Atunci din (2.5.13), (2.5.23) şi (2.5.24) rezultă că propagarea undelor 
într-un mediu omogen și izotrop este descrisă de ecuaţia ; A 


aptr, t) z5 eii (ea) ENa (2.5.25) 
ôte r2 Or ôt 
Dacă observăm că 
ij ` a 02 2. 5.26 
pa e = (e): (2.5.26) 
pior ( ôr ðr? %9) 
Rezultă că ecuaţia (2.5.25) se transcrie sub forma 
A a j2 he 5.27 
rý) — ô (ry) =0 (2.5.27) 
ôt? la ôr? » 
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ES NEL Ace Dat e aie 


Dar această ecuaţie este analogă 

s PA y j 4, 0 5. 
Atunci ţinînd cont că gă cu (2.5.14 
(2.5.21) 


) cu ry(r, t) în loc de y(x, t). 
Sa aaa al soluţia generală a ecuaţiei (2.5.14) este L R 
S Servă uşor că soluția generală a ecuației (2.5.27) este de forma 


1 
y(r, t) = g h(t — i (2.5.28) 


HH 
unde v, ( — al este o funcție arbitrară de variabila t — r/c. Soluția 


(2.5.28) descrie propagarea undelor spațiale într-un mediu omogen și izo- 
trop. Astfel de unde se numesc unde sferice. Frontul de undă definit ca 
locul geometric al punctelor pentru care variabila t — r/c are valoarea 
nulă (şi deci perturbația are aceeaşi valoare care o avea la tọ = 0 în 7 = 0) 
este în acest caz o sferă cu razar = ct. ` 
„Referitor la proprietățile ecuației (2.5.13) care descrie, în formă dife- 
rențială cazul cel mai general al propagării undelor acustice, trebuie să 
remarcăm că din punct de vedere matematic aceasta este o ecuație liniară. 
Aceasta înseamnă că dacă Vi şi Ýn sînt două soluții particulare ale ecuației 
(2.5.13) atunci şi funcţia ar + By (cu a şi B două constante arbitrare) 
este o soluţie a ecuaţiei respective. Fizic aceasta înseamnă că în fluidul 
respectiv fiecare din undele Vi şi Vu se propagă independent una de alta. 
Mărimile care caracterizează propagarea undelor în fluid (cum ar fi p’, 
e”, v) într-un punct r al mediului vor fi egale cu sumele mărimilor respec- 
tive corespunzătoare fiecăreia dintre undele Vi şi n (desigur, în cazul mări- 
milor p’ şi ọ' este vorba de sume algebrice scalare, iar în cazul mărimii v 
este vorba de sumă vectorială). Proprietatea menționată a undelor este 
cunoscută sub denumirea de principiul superpoziției undelor. 


$ 2.6. CARACTERISTICI ALE UNDELOR ACUSTICE 


între undele acustice un interes deosebit îl prezintă undele monocro- 
matice. Astfel de unde apar într-un fluid atunci cînd sursa de unde perturbă 
mediul după o lege armonică de forma 3 


(0, t) = A cos ol. (2.6.1) 


Atunci, ţinînd cont de cele discutate în paragraful precedent se vede că 
propagarea în fluid a unei unde plane este descrisă de funcția 


Yx, t) = A cos olt =, æle) ; (2.6.2) 


j ) ji li; A este ampli- 
unde y(x, t) este elongația undei în punctul v la momentul  ; 
pe e ni iar œ este pulsația undei. Perioada 7 şi frecvența v ale undei 
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sînt legate de œ prin relaţiile o = 2rv = 2r/7. Mărimea 


A = e7 = cv = 2m0]u (2.6.3) 


se numește lungime de undă şi, după cum se vede di 10: prezintă 
perioada funcției y(x, t) în raport da variabila * em a e inta 

De menționat că în raport cu valorile frecvenței v undele acustice 
se clasifică în: infrasunete (v < 20Hz), sunete (v = 20 Hz + 20 kHz) 
şi ultrasunete (y >20 kHz). Această clasificare este legată de faptul că sen- 
zapia auditivă asupra urechii umane o produc numai sunetele. 

„Dacă se notează cu n versorul direcției de propagare a undei (în cazul 
particular discutat n = i) se poate defini vectorul 


2 
ke En a (2.6.4) 
A c 


numit vector de undă. Atunci, ţinînd cont că r = vi+yj + 2k și că (0/0) = 
= k -r se vede că funcția (2.6.2) se transcrie în forma e 


y(r, t) = A cos(ot — kr). | (2.6.5) 
Apelind la funcţii complexe această funcție poate fi descrisă şi sub forma, 
(x, t) = Re (Aeibr-o). (2.6.6) 


Funcțiile (2.6.5) şi (2.6.6) descriu propagarea undelor- monocromatice 
plane. Dacă ne referim la unde monocromatice sferice ce se propagă într-un 
fluid omogen şi izotrop, din (2.5.28), prin analogie cu (2.6.5) și (2.6.6), 
rezultă că respectivele unde vor fi descrise de funcţiile 


V(r, t) = A a (ot — kr) ` | (2.6.7) 
r 


respectiv i 
A ilkr- ot : 2.6 
y(r, t) = Re }— e Ja (2.6.8) 
r 


Undele monocromatice prezintă importanță din două puncte de vedere : 
pe de o parte, din punct de vedere practic, în foarte multe situaţii sursele 
de unde acustice generează undele respective 
(produc perturbații în fluid) după o lege de tipul 
(2.6.1); pe de altă parte, din punct de vedere 
matematic, o funcție arbitrară ¢(č) poate fi 
scrisă întotdeauna ca o superpoziţie de compo- 
nente armonice de torma transtormatei Fourier 


as 


ala 


ARAN ; WE) = z=] Aloe do (2.6.9) 


Fig, 2.61, V27 


iar iog d RA 
de ni Aa cu č = t — aje reprezintă o componentă monocromatică 
După cum am mai menţionat, dacă într-un i flui 
z $ ` -un punct al unui fluid apare 
A iea ea dă naştere la o mişcare a fluidului în punctul teaa 
ceastă mișcare nu rămîne localizată în respectivul punct, ci ea se 
propagă prin fluid, din aproape în aproape, sub formă de unde acustice. 
Cum orice mişcare mecanică are asociată o energie mecanică proprie, 
rezultă că propagării undelor acustice printr-un fluid îi este asociată o anu- 
mită energie mecanică proprie. Mai mult, întrucît în cazul undelor acustice 
avem de a face cu transferul mişcării prin fluid din aproape în aproape 
înseamnă că respectivele unde sînt însoţite de un transfer de energie prin 
mediu. De reţinut că în decursul procesului de transfer al mişcării şi tran- 
sport al energiei diferitele porţiuni ale fluidului nu sînt „transmutate” 
dintr-un loc în altul — ele execută doar mici oscilații în jurul unor poziţii 
de echilibru, iar transferul de mișcare şi energie se face prin interacţiunea 
din aproape în aproape între respectivele porțiuni ale fluidului. 

Din cele de mai sus rezultă că un fluid în care se propagă unde 
acustice are o anumită energie legată de undele respective, energie care se 
transferă dintr-o parte în alta a fluidului odată cu propagarea undelor. 
Energia respectivă din fluide se numește energia undelor acustice (sau 
energie sonoră, cînd undele acustice sînt sunete). Să vedem în continuare 
cu ce mărimile fizice poate fi caracterizată energia undelor. 

Să considerăm o porţiune infinitezimală de fluid cuprinsă în elementul 
de volum dY/. Energia dW, legată de propagarea undelor, pentru porţiunea 
considerată de fluid este - 


aW = wdy = dT + d7. (2.6.10) 


Aici dT şi dV reprezintă energiile cinetică şi respectiv potenţială ale por- 
ţiunii respective de fluid legate de propagarea undelor, iar w poartă denu- 
mirea de densitate de energie a undelor. Considerind că porţiunea de fluid 
luată în discuţie, de masă dm = pdY, participă la, mişcarea ondulatorie 
(mișcarea de propagare a undelor) și are viteza V, evident că se poate serie 


ar — am = = pv- af. (2.6.11) 
2 | 


i ială dV apare ca urmare a comprimării (sau dilatării) ele- 
Energia bel NR ip în decursul mişcării ondulatorii cauzate de drenas 
undelor prin elementul de volum respectiv. Comprimarea i ete d să mi 
menţionată vor determina o modificare e a densităţii ste ui şi o moditi 
care (AY) a elementului de volum, în raport cu valorile Po 
starea cînd prin fluid nu se propagă unde. Da 
se poate scrle 

podY = (Po — PAY + (4Y)']. (2.6.12) 


E i Pe mai ; ărimile p, gta 7 
imile p' şi (4Y') sînt mici in comparaţie cu m mile a? 
Pooanepe mIrT i Tiape (2.6.12) se poate neglija termenul p'(dY) în 
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sa À 3 i o că aia 
parație cu restul termenilor. Atunci din relația respectivă se obține 


(ary = Ear. (2.6.13) 
Po ; 

Deoarece modificarea (dY ) a volumului apare ca urmare a acţiunii unei 
ei suplimentare p (cauzată de propagarea undelor) energia, poten- 

ţială e ementară, AV din (2.6.10) poate fi scrisă ca, fiind egală cu lucrul 

mediu al acestei presiuni pentru a produce modificarea (dy a elementului 

de volum. În procesul respectiv de apariţie a modificării (dY) presiunea, 

a aii variază de la valoarea 0 pînă la valoarea p’ şi deci avem 
i á lia : a A 

Pmeaiu = — p =- p'. Atunci avind în vedere și relațiile (2.6.13) şi 


(2.5.8), se poate scrie că dV este dat de una din expresiile 


? 


Lă Lă 1 r h 1 
AV = Pula Vy = p' Lay = Pay. (2.6.14) 
. ; 2an scap 


Introducînd (2.6.11) şi (2.6.14) în (2.6.10) se vede că densitatea de energie 
a undelor w este dată de relația 


0 = = ( Poy? + =) - (2.6.15) 


Desigur că în general w este funcţie de vectorul de poziţie r şi de timpul t, 
adică. = w(r, t). Din (2.6.10) şi (2.6.15) se vede că energia W a undelor 
dintr-un volum finit Y al fluidului se serie sub forma 


~- 12 i 
wW =È war =$ e (m se ) ar. (2.6.16) 
y y 2 G 


Dacă considerăm fluidul în care se propagă undele ca fiind nedisipativ 
(ceea, ce înseamnă că în el nu au loc procese care transformă energia meca- 
nică în căldură) atunci variaţia în timp a energiei W a undelor din volumul Y” 
se poate produce numai datorită transterului de energie prin suprafața i 
care înconjoară volumul Y”. Un transfer pozitiv de energie spre OPLA a 
suprafeței S duce la micşorarea lvi W. Respectivul transfer de zi l 
putem scrie ca fiind lucrul pe care îl efectuează presiunea sup a ară p 
a undelor asupra mediului ce înconjoară volumul a . Atunci putem scrie 


(vezi și figura 2.6.1) 


am a: $ F- dl= L$ p'as: vdt = — dt $ pvas, (2.6.17) 
OE S ` k 
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Vectorulu = p’ e vi 
PA Sel R i y e e descrie transferul de energie prin intermediul undelor 
şte vector Umov. El descrie transferul de energie în unitatea de timp 


prin unitatea de suprafată. icînd î 
le pratață. Aplicînd în (2.6.17) teorema Gauss se poate 


aW 
Gan $u: dS = SN VudY = — Ş, (Ypw)dy. (2.6.18) 


Pe de altă parte, din (2.6.16) avem 
4 =$ W ay (2.6.19 
ere 5 .6.19) 


Întrucît relațiile (2.6.18) şi (2.6.19) trebuie să fie satisfăcute simultan 
pentru orice volum %, arbitrar ales, din cele două relații menționate 
rezultă relația ; 


ôw 
= e VAL 0 (2.6.20) 


numită ecuație de continuitate. Dacă se ţine cont de expresiile (2.6.15) 
pentru w şi de faptul că u = p'v, această ecuaţie de continuitate se transcrie, 


şi sub forma 
'2 
2 ôt 02po 


) + v(p'v)=0. (2.6.21) 


Din modul cum a fost dedusă ecuaţia de continuitate (2.6.20) se vede că 
ea reprezintă de fapt o expresie a legii conservării energiei aplicată la 
energia, „vehiculată” într-un fluid prin intermediul undelor acustice. 
Dacă ne referim la propagarea unei unde monocromatice plane, 
atunci conform cu (2.6.5) (punind y = p’) presiunea suplimentară p' 
se scrie | 


p' = Paz COS (ot — ka). (2.6.22) 


Atunci, ţinind cont de (2.5.4), rezultă că pentru omponenta Vs æ vitezei V 
avem expresia 
d > Pmaz hi cos (ot — ka). _(2.6.23) 
Po 


Introducînd (2.6.22) şi (2.6.23) în (2.6.15) și ținînd cont de (2.6.4), obţinem 
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că densitatea, de energie a unei unde monocrom 


atice plane este 


ai 129 12 
Sr ce 2 P 1 í manh? maa 
w D (e F ) = (a p v Esti cos? (ot — kæ) È 


a c2po 2 pew? PoC 
— Pma 
= cuci cos? (ot — ka). (2.6.24) 


Desigur că această valoare a l ui w este dependentă de timpul ż, adică este o 
valoare instantanee. Valoarea medie în timp <w), pe o perioadă 7 = 27| 
a lui w este 


aie z 1 07 | 
<w) => voa i cos? (ot — ko) dt = -Pmae . 2.6 
ZA (0) Po02 IE o e 2) 2 PoC? ( e) 


În cazul undelor monocromatice plane menționate vectorul Umov u 
are o singură componentă uz, a cărei valoare instantanee se poate scrie (dacă 
ținem cont de (2.6.22), (2.6. 23) şi (2.6.4)) sub forma 


. È 12 ` 
Uz = ut) = p'(t)v(t) = Pue cos? (ot — ha). (2.6.26) 
PoC 


Din relațiile (2.6.26) şi (2.6.24) se vede că în cazul undelor monocromatice 
plane vectorul Umov u este le gat de densitatea de energie w(t) prin relația 


u=w e. l zo NO627) 


Din relațiile (2.6.27) şi (2.6.25 ) rezultă că pentru o undă monocromatică 
plană valoarea medie în timp a modulului vectorului Umov are expresia 


ae tc e sta „(2.6.28) 
2 PoC 


Valoarea medie <u a vectoru lui Umovrse numeşte intensitatea undelor 
şi se notează cu I. Deci în cazul undelor monocromatice plane intensitatea I 


are expresia 


q — Pmaa (2.6.29) . 


Ba 2 poe 


şi descrie fluxul mediu de energie în unitatea de timp prin unitatea de 

suprafaţă normală pe direcţia de propagare a undelor. aia 
În cazul undelor sonore din categoria sunetelor (v e (20 Hy, 3 Ha) 

valoarea, intensității I este implicată în receptarea respectivelor 
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de catre urechea umană. Experiențele au arătat că în medie urechea 
umana receptează sunetele cu I cuprins între I min = 1072W /m? (așa-numi- 
ra li audibilitate) şi Imas = 102W/m2 (aşa-numitul prag al senzatiei 


Din cele prezentate mai sus în acest paragraf rezultă că propagarea 
undelor acustice în fluide este însoțită de un transport (transfer) de energie. 
Aceasta înseamnă că undele acustice pot fi folosite în principiu pentru 
„transportul” (şi transferul) energiei mecanice. Pe această idee, aplicată 
în practică, s-a dezvoltat o ramură a tehnicii numită sonicitate, fondată 


(în 1916, în Anglia) de către inginerul de origine română Gogu Con- 
stantinescu. 


Observaţie. În final vrem să remenţionăm faptul că în toate consideraţiile din acest 
paragraf (ca și din cel precedent) s-a presupus tacit că fluidul în care se propagă undele este 
nedisipativ (adică este un fluid în care nu are loc disiparea energiei mecanice și transformarea ei 
în căldură). De notat că o astfel de aproximaţie a comportării fluidelor este suficient de bună 
pentru o clasă largă de fluide reale și pentru o gamă de unde acustice cu un spectru larg de 
frecvenţe şi intensități. Dacă aproximaţia menţionată nu mai eşte justificată și avem de a face 
cu fluide disipative (în care are loc o disipare (pierdere) a energiei mecanice prin transformare 
în căldură) ecuaţiile de propagare și mărimile fizice ce caracterizează undele în astfel de fluide 
au expresii diferite de cele discutate în paragraful de faţă și în cel precedent. 


1 — c, 111 53 


Capitolul III 


Elemente de teoria relativității 


$ 3.1. INTRODUCERE 


După cum s-a arătat în $1.1, caracterizarea stării mecanice de mişcare 
a unui sistem fizic se face prin precizarea poziţiei lui faţă de un sistem 
de referință şi a modului cum se modifică în timp respectiva poziţie. Însă, 
sistemele de referință sînt construcții” artificiale, destinate utilizării lor 
în descrierea fenomenelor fizice şi, de aceea, în principiu alegerea lor este 
arbitrară, iar numărul lor este nelimitat de mare. De notat că se consideră, 
că două. sisteme de referinţă sînt distincte între ele numai dacă ele se 
mişcă relativ unul faţă de altul — cazul cînd ele se află în repaus reciproc 
marcînd cel mult o, distincţie geometrică (dată de existența, eventuală a 
unor sisteme diferite de axe de coordonate) și nicidecum o distincție fizică. 
Dată fiind existenţa unei multitudini de sisteme de referinţă, adesea se 
pune problema de a folosi în descrierea fenomenelor fizice (în particular 
a celor mecanice) mai multe sisteme de referință. De aici, însă, decurge în 
mod firesc preocuparea pentru găsirea legăturilor și corelațiilor ce există 
între descrierile relative ale aceluiaşi fenomen fizic în raport cu diferite sis- 
teme de referință. Studiul respectivelor, descrieri relative precum şi a legă- 
turilor şi corelațiilor dintre ele intră în sfera de preocupări a teoriei relati- 
vităţii. Desigur că studiul menţionat poate fi redus la problema elemen- 
tară a studiului descrierii fenomenelor fizice în raport cu două sisteme de 
referință şi al legăturilor şi corelaţiilor ce există între cele două descrieri. 
De aceea, în continuare vom vorbi numai despre problema a două sisteme 
de referinţă. - 

Conform celor menţionate în $ 1.1, sistemele de referință pot fi 
inerțiale (dacă în raport cu ele este satisfăcută legea inerției (prima lege 
a lui Newton)) sau neinerțiale (dacă în raport cu ele nu este satisfăcută 
legea inerţiei). Legat; de această clasificare a sistemelor de inerție teoria 
relativităţii studiază următoarele două cazuri ale problemei elementare 
menționate : 

„— (I) cele două sisteme de referinţă implicate în problema elemen- 


tară sînt ambele inerțiale ; 
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| 
| 


— (II) dintre cele două sisteme de referinţă impli Î 
J > ä erințà im t 
elementară cel puțin unul este neinerțial. , PS Mea 


it, ai, Fas, P eT e E EEN de referință se leagă (ataşează) de 
adăugat precizarea că A a OREO cu care se studiază mişcarea). De 
N a oaoa PANES P ivele corpuri de referință se aleg intotdeauna, 
leo trb nai să astă Male da pa cimpuri (cum ar fi de exemplu cîmpul 
ape e ai stia A Ma i pen ii detalii cap. VI). Dar, în conformitate cu 
Jedi k ! > de care dispunem astăzi, în fizică, se admite că viteza 

» Mișcare a corpurilor şi particulelor de substanță este întotdeauna mai 
mică decit o viteză limită c, care reprezintă viteza de propagare în vid 
a cimpului electromagnetic variabil în timp (adică a luminii). Din acest 
motiv rezultă atunci că şi viteza de mişcare relativă (unul față de altul) 
a două sisteme de referință este întotdeauna mai mică decît viteza limită c. 
Totuşi, din punct de vedere cantitativ, atît viteza relativă a două Sisteme 
de referință cît şi viteza diverselor particule în raport cu respectivele sis- 
teme de referință pot fi mult mai mici decît c sau pot fi de acelaşi ordin 
de mărime cu c (deşi, desigur, mai mici decît c). Legat de acest fapt 
problema elementară a teoriei relativității este studiată în următoarele 
două aproximatii : 

— mişcarea relativă a celor două sisteme de referință precum şi 
mişcarea particulelor în raport cu fiecare dintre ele se desfășoară cu viteze 
mult mai mici decit c; 

— mişcarea relativă a celor două sisteme de referință precum și miş- 
carea particulelor în raport cu fiecare dintre ele se desfășoară cu viteze 
apropiate (ca ordin de mărime) de c. 

În literatura, de specialitate adesea cele două aproximații amintite 
sînt menţionate sub denumirile : prima — teoria. relativităţii galileene şi 
a doua — teoria relativității einsteiniene, după numele celor doi mari 
fizicieni care au fondat şi elaborat teoriile respective. i 

În funcție de cazurile şi aproximaţiile menţionate în care se face 
studiul problemei elementare a teoriei relativităţii, se pot delimita patru 
capitole distincte ale respectivei teorii : 


Aproximația 
proximații i | F 


a a 


Teoria relativităţii galileene | Teoria relativităţii clasice | Teoria relativităţii clasice 
a sistemelor de referinţă | a sistemelor de referință 
inerțiale neinerțiale 

e ai Ve ae E S E 


Teoria relativităţii einsteiniene | Teoria relativităţii restrinse | Teoria relativităţii genera- 
lizate 


De notat că între sistemele de retenia, inerțiale şi e obicei 
există o distincție calitativă marcată de satisfacerea respectiv încălcarea 
legii inerţiei (vezi pentru detalii $ 1.1). Evident că această distincție cali- 
tativă între sistemele de referință implică o distincție calitativă şi între 
cele două cazuri în care este discutată problema elementară a teoriei rela- 
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tivităţii. Trebuie adăugat că ş 


că și intre cele două aproximații în care este 

Aa pu il există o distincţie cali- 

i Dale şi intervalelor tefiporaiew AE E Ar 

se aa emele spatiale yi intervalele temporale an un caracter boia, 

1 devärate ur ătoarele afirmații (vezi şi § 1.1): 

Joaneta (A Nea don etalgane (de inagi) oaie o aţă, te 

IDE tel re lau) ee ale Com parări ulterioare, independent de mișcarea 
at aţă de altul); 

Plen A ice rea o dată reglate pe aceeaşi oră inițială, ele vor arăta 
ași oră independent de starea lor de mişcare relativă. 

În relativitatea einsteiniană distanţele spaţiale și intervalele tem- 
porale au un caracter relativ, dependent de starea de mișcare a etalonului 
de lungime sau a ceasornicului în raport cu sistemul de referinţă consi- 
derat (pentru, detalii asupra acestui fapt în cazul teoriei relativităţii res- 
trînse vezi $ 3.5). Din acest motiv se spune că între relativitatea einstei- 
niană şi cea galileană există o distincție calitativă. i 


discutată problema element 
tativă legată de adoptarea, 


§ 3.2. TRANSFORMAREA COORDONATELOR, VITEZELOR 
ȘI ACCELERAȚIILOR ÎN RELATIVITATEA CLASICĂ 


Relativitatea clasică se preocupă de descrierea relativă (în raport cu 
diferite sisteme de referință) a mişcărilor mecanice ale particulelor şi de 
legăturile și corelaţiile care există între diferite descrieri relativă. După 
cum am văzut însă în Cap. I, descrierea mișcărilor mecanice se face cu aju- 
torul unor mărimi cinematice cum ar fi coordonatele, vitezele şi accelera- 
tiile. Evident că în raport cu două sisteme de referință diferite mărimile 
cinematice ale unei particule vor avea diferite valori. Atunci rezultă că o 
preocupare importantă a relativităţii clasice este problema găsirii relaţiilor 
de legătură între valorile mărimilor cinematice ale aceleiaşi particule expri- 
mate în raport cu două sisteme de referință diferite. Acestei probleme îi 
este dedicat paragraful de față. : a 

Fie două sisteme de referință K şi K’, dintre care K este inerţial, iar 
pe K’ îl alegem arbitrar (putind fi atit neinerţial cit şi. inerţial) — deci îl 
presupunem a se afla într-o mişcare arbitrară față de K (fig. 3.2.1). Datorită 
faptului că în relativitatea clasică timpul are un caracter absolut qa 
paragraful precedent) în cele două sisteme de referință timpul se va scurge 
în același mod, adică 
ap iv, (3.2.1) 
a. fi dată în raport cu K de către vectorul de pozi- 


ătre vectorul de poziţie r’. Datorită caracte- 
pati i ecedent) se poate 


Poziţia unei particule ză y 
ie r, iar în raport cu l ; | 
ia absolut al distanțelor spaţiale (vezi paragraful pr 
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scrie că între r şi r’ există relaţia de legătură 


e 


= Ip (3.2.2) 


med ce i Ae vectorul de poziţie al originii 0' a lui K’ în raport cu 
sistemul K. Vectorii r şi R pot ti exprimaţi în funcţie de versorii i, j și K 
ai axelor de coordonate ai lui K sub forma 


r=ai+yirak, R = Xi + Yj + Zk. (3.2.3) 

Vectorul r' se exprimă în funcţie de 

versorii i', j' şi k’ ai sistemului K’ sub 
forma 

r = gi +y} Hek (3.2.4) 

Introducînd (3.2.4) şi (3.2.2) obținem 

r = yi + yj +2k = Xi + Yj + 


+ Zk + pi + (718 N 4 z'k'. 
(3.2.5) 


Derivînd această expresie a lui r în ra- 
port cu t obținem expresia vitezei V a 
particulei în raport cu K. Deoarece K3 
se mişcă față de K versori i, j' şi K 
vor fi în general funcții de timp. De aceea din (3.2.5) prin derivare 
se obține 


Fig. 3.2.1 


v = ù = ġi + ġj + êk = Ži + Íj + Żk + 
poeyi kei e ge e k . (8-2.6) 
Mărimea | 
v= xip Pi 2k- VA Vai tr Vk (3.2.7) 


repr ezintă viteza originii 0 a lui K’ în raport cu K. Țiuînd cont de relaţia 
(3.2 .1) se vede uşor că mărimea 
gr = ci 2 pi e ele = vă rupi e bl (3.2.8) 


reprezintă viteza particulei P în raport cu K'. Referitor la termenii din 
(3.2.6) care conţin derivatele i”, 4 și k ale versorilor i”, į’ şi k’ trebuie avute 
în vedere următoarele : din relațiile evidente : 

yil jf =l kok =1 (3.2.9) 
rezultă relaţiile l i 


ri = 0, y A į = 0, k’ D RE (3.2.10) 
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deoarece orice vector b poate ti scris sub forma, 


b = (b: i) i + (b-j)-j + (bekje k (3.2.11) 
din (3.2.10) rezultă că se poate serie 


= (je ik 
P = (ee 4 Geo (3.2,12) 
k’ was (k 2 i”) Ri aci (k 3 j”) $ j. 


Dacă se defineşte vectorul viteză unghiulară 


. 
s 


o = (jel) e) (jol (3.2.13) 
şi se au în vedere relațiile 
IX =k, PX =i, xi =j, xi = xi =kKxk =0 
i! . ï = 0, y Ș k’ pi 0, k’ x Y = 0 (3.2.14) 
vpr- o krik o krb ki—o 
rezultă că în locul relațiilor (3.2.12) se pot scrie relațiile 
Y= oxi, j=oxj, k=oxk. (3.2.15) 


Introducînd (3.2.7), (3.2.8) şi (3.2.15) în (3.2.6) şi ţinind cont de (3.2.4) 
se vede uşor că (3.2.6) poate fi transerisă sub forma 


v=V +v +oxr (3.2.16) 


sau È 
v= Và + Vj Vk Hoi oi yk + 


+oxlwi Hyi tek) (3.2.17) 


Derivata, lui v în raport cu timpul ne dă accelerația a a particulei față de K. 
Din (3.2417) rezultă că pentru à avem 


adya Vi Pie PA i to t Ak + 
pe LA Sha vw + uk’ + ox(ai' + yj' o zk) +  (8.2.18) 
iy o x(ai' să y'i re 47”) me oxlov si vi! + ar”). 
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Mărimea, 


A = Vi + Vi + Yk i Vo Ai +A + Ak (3.2.19) 


re prezint A accelerat ji i 
b: A 3 ~a $ 2 DEN cu C re S mı SC 'j | d i ai 
na 08 ) A a Se RC& OI 1ginea 0 a lui K IN raport cu K 
T Q nt de rela, si é ) g se ve | 
aţiile (3.2.1) ȘI (3.2.8) SE de UȘOT ca marimea 


Pta adi iyi ; 5 i] i 
a = vot Hoy Hak = V [= ai Ha H adk (3.2.20) 

ES E fi N i 
prezintă accelerația particulei în raport cu sistemul K’. Luînd în consi- 


derare relațiile (3.2.19), (3.2.20) şi 5) și i 
taro Pelay 3.2.19), (3.2.20) şi (3.2.15) şi folosind notația e = o t 
acceleraţia unghiulară se poate transcrie relația (3.2.18) sub forma, ada 


a = A +a’ +20xv +8xXr' +ox(oxr). (3.2.21) 

De aici rezultă 
a = a — A — 2o xv' — [e xr +oeox(oxr)]. (3 2.22) 
Mărimile ; > 
ATR = = A, ACOR = — 20 XV! (3.2.23) 


poartă respectiv denumirea de acceleraţii inerțiale de translație şi Coriolis, 
iar mărimea ; ii 


acor = — [ex + ox(0 XE) - (3.2.24) 


de acceleratie inerțială centrifugă. Cù aceste notații relația (3.2.22) se 
transcrie în forma 


. 


a' = a + arr + con + dcr: (3.2.25) 


Relațiile (3.2.2)— (3-2.4), (3.2.16)— (3.2.17) şi respectiv - (3.2.21) 
dau legile de transformare a vectorului de poziție (coordonatelor), vitezei 


„ şi accelerației unei particule atunci cînd raportarea mişcării mecanice 


a particulei respective o trecem de la un sistem de referinţă K' la alt sistem 
de referință K. A 

În cele precedente am presupus că sistemul K’ se mişcă în general 
arbitrar în raport cu K. Un caz particular deosebit de important al acestei 
situaţii este acela în care K' execută o mișcare de translație rectilinie şi 
uniformă în raport cu K. Atunci V = const. (deci A = 0 şi o = 0). Deoa- 
rece, după cum am arătat în $ 3.1, fixarea geometrică a axelor de coordo- 
nate a unui sistem de referință poate fi arbitrară (două sisteme de referință 
în repaus între ele dar cu axe de coordonate diferite nu sînt distinete din 
punct de vedere fizic) putem alege axele de coordonate ale lui K fiind para- 
Jele cu axele lui K. Orientarea axelor o vom alege astfel încît vectorul V 
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care inest isa, q A 

AANI o pie Mă K în raport cu K să fie orientat în 1 ji 

Xe! æ Lv , adică V = (V, 0 0) (fi s Să ile, ungu 

ginea ti i a. fii » 0, 0) (fig. 3.2.2). Dacă, în 3 

Raa), (GAM ca fiind momentul cînd 0” trece prin O Dle O 
y (0.4, ŞI (3.2.21) se transcriu în următoarele forme particulare 


y i y' @=g + VI 
r=r + Vi Mpa 
t=ť zaj (3.2.26) 

CES 

respectiv 

(0) ) D204 y 

® Se Vo dt (3.2.21) 

UPU 
z Si 


Aa 0 NU a ace 
Relaţiile (3.2.26) şi (3.2.27) sint cunoscute sub denumirea, de transformările 
Sae i pentru coordonate-timp respectiv pentru viteză (componentele 
vitezei). 


$ 3.3. FORMA ECUAȚIILOR MECANICII CLASICE ÎN RAPORT 
CU DIFERITE SISTEME DE REFERINȚĂ 


În paragraful precedent au fost prezentate formulele relativității 
clasice de transformare, de la un sistem de referinţă la altul, a mărimilor 
cinematice (coordonate, viteze, acceleraţii) care caracterizează mișcările 
mecanice ale particulelor. Respectivele formule ne permit să abordăm pro- 
blema transformării ecuaţiilor care exprimă legile fundamentale ale meca- 
nicii clasice de la un sistem de referinţă la alt sistem de referință. Această 
problemă o dată elucidată, vom cunoaşte desigur şi care este forma de expri- 
mare a ecuaţiilor mecanicii clasice în raport cu diferite sisteme de referinţă. 

În consideraţiile din paragraful precedent sistemul K era presupus 
ca, fiind inerţial. Atunci, conform celor prezentate în cap. I, mişcarea unei 
particule de masă m în raport cu K este guvernată de legea a doua a dìna- , 


micii exprimată prin relația 
ma = F (3-3.1) 


ia particulei în raport. cu K, iar F oste forța ce acţio- 
lei. Se pune întrebarea : care este ecuaţia de mişcare 
K'? Legat de această întrebare 


lasică se admite că masa unei 


unde a este acceleraţ 
nează asupra particu 
a particulei respective scrisă în raport cu 
trebuie notate următoarele : în mecanica © 
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ri Ara este o mărime care are aceeaşi valoare independent de starea 
A SCAP pi aphia `j y Aini pot * K a s i i i 
de mişcare a partic ulei, De aici rezultă că valoarea m’ a masei particulei, 
estimată din K’ este aceeaşi cu valoarea m a masei particulei estimată 
din K, adică 


m = M, (3.3.2) 
Referitor la forța F se pot spune următoarele : în mecanica, clasică forța, 
reprezintă măsura interacțiunii corpurilor — interacţiune care depinde (este 
functie) numai de distanţele între corpuri şi de anumiţi parametrii ai corpu- 
rilor (masă, sarcină electrică) independenţi de starea de mişcare a respec- 
tivelor corpuri. Datorită caracterului absolut, al distanțelor spațiale, dis- 
tanţele dintre corpuri au aceeaşi valoare în raport cu orice sistem de refe- 
rinţă. Din considerentele menţionate rezultă atunci că forţa F de interac- 
ţiune a unei particule cu alte corpuri are aceeaşi valoare atit în raport cu K 
cît şi în raport cu K’, adică . 


-F=F. (3.3.3) 


Introducînd (3.3.2), (3.3.3) şi (3.2.25) şi (3.3.1) se obține 


ma' = m'a + m'am F Macon F Maop ` (8.3.4) 


ma' == F’ + Fra + Epor + Eor: (3.3.5 


După cum am văzut, F' reprezintă forța ce acționează asupra particulei 
datorită interacțiunii ei cu alte corpuri. Mărimile 


Fan = MAPR > mA 
EooR = Macon =a 2mo X V’ 
Fop = Macr. = — me xr” + ox(@xr)] (3.3.6) 


poartă denumirile de forțe inerțiale de translație (Fan) Coriolis (Fcon) și 
centrifugă (Fer): a | 
TE at DN arată că în sistemul K’ acceleraţia a a particulei nu este 
cauzată numai de forţa'F” de interacţiune a particulei cu alte pu ci şi 
de orele inerțiale Frm Feon i Fer, AD da rate ue în upon 
se vede din (3.3.6), apar numai datori K Sa DiE TARD 
3 i înt legate în nici un mod de in eracpiunea p 
că A a puran Be aceea, forțele inerpiale sînt numite și peegua/ arte 
cînd 4 rmenul de forţă este folosit pentru a desemna exclusiv in Prag 188 
daf i, Din (3.3.5) se vede că într-un sistem neinerțial (care se DE 
pa d ri de un sistem inerţial) ecuaţia fundamentală a mişcării (legea 
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a doua a dinamicii) ar 'ormă i r 
oua A Sa i) are o formă de exprimare diferită, de forma de expri- 
e ae ` D legi în tapori cu un sistem de referință inerţial. Diferența 
BS ză de exprimare o dau tocmai forțele inerți „și 
ude au tocme ele inerțiale Fyr, Foor și F 
Wesa Ne TE C i l a mm X cor ȘI E cr: 
A giay T K’ este şi el inerţial atunci el se va mişca rectiliniu şi 
P à i Pete a n i 
aie d de K (vezi $ 1.1). Într-o astfel de situaţie A 07 00 0NE 
Sy Wp a AS se vede din (3.3.6), forțele inerțiale Byr, Foor $ For 
sìnt nule şi din (3.3.5) rezultă că mişcar i i i de K 
RAMES, (3.3. scarea particulei față de K’ e: 
descrisă de ecuaţia : a MAE 


r 


a ail (3.3.1) 


i Din (3.3.1) şi (3.3.7) se vede că legea a doua a dinamicii se exprimă 
printr-o ecuaţie care are aceeaşi formă în raport cu fiecare dintre sistemele 
de referință inerțiale K şi K’. Deci legea a doua a dinamicii este invariantă 
(nu-şi schimbă forma) la trecerea de la un sistem de referință inerţial la 
un alt sistem de referință inerţial. Dar respectiva trecere este dată pentru 
coordonate și timp de transformările Galilei (3.2.26), iar coordonatele şi 
timpul sînt implicate în legea a doua a dinamicii. De aceea se spune şi că 
legea, a doua a dinamicii este invariantă (îşi păstrează forma de exprimare) 
fată de transformările Galilei (3.2.26). Este foarte uşor de văzut că şi legile 
I-a şi a III-a ale dinamicii sint invariante faţă de transformările Galilei 
(3.2.26) (adică respectivele legi au aceeaşi formă de exprimare în raport cu 
orice sistem de referință inerţial). Dar cum am văzut în capitolul I, toate 
ecuaţiile (legile) particulare ale mecanicii clasice nu sînt decit consecințe 
ale legilor I, II şi III ale dinamicii. Atunci rezultă imediat că toate legile 
mecanicii clasice sînt invariante față de transformările Galilei (3.2.26) — 
adică toate legile mecanicii au aceleaşi forme de exprimare în orice sistem 
de referință inerţial. Această afirmaţie este cunoscută sub denumirea de 
principiul relativităţii al lui Galilei. 

După cum am văzut în cap. II, în fluide poate avea loc o propagare 
a mişcării mecanice sub formă de unde acustice. Mai sus am arătat că legile 
mecanicii sînt invariante față de transformările Galilei (3.2.26). Rezultă 
atunci că şi legile care descriu propagarea undelor acustice trebuie să fie 
invariante față de transformările respective. În particular, pentru o undă 
monocromatică plană faza undei respective (adică mărimea kr — ot, 
cu k vectorul de undă și e pulsația undei (vezi $ '2.6)) trebuie să fie inva- 
riantă faţă de transformările Galilei (3.2.26). Din această proprietate rezultă 
legile după care are loc modificarea frecvenţei recepționate de un observa- - 
tor în comparație cu frecvența emisă de sursa care generează unda. Moditi- 
carea menţionată este cunoscută sub denumirea de efect Doppler. 

“ să considerăm mai întîi cazul cînd sursa de unde se află în repaus 
faţă de fluidul în care se propagă undele şi observatorul se mişcă cu viteza 
constantă V față de sursa respectivă. Atunci putem lua un sistem de rofe- 
rință K solidar cu Sursă de unde şi un sistem de reterință K’ solidar cu 
observatorul. Atit K cit şi K’ sînt sisteme de referință inerţiale, Atunci 
faza undei monocromatice trebuie să aibă aceeași formă de exprimare in 
cele două sisteme “adie $ 

ke — ot = ir — 0, (3.3.8) 
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Pe de altă parte, trebuie avut în vedere că trecerea din sistemul 


K n sistemul K È z 
aceste trans for marı In (3 3.8) se oO bţine 


k=k vu=ou-—V:k * (3.3.9) 


Dacă se notează cu 0 unghiul format de vectorii V și k și avind în vedere - 
relaţia, |k] = k = o/e (o fiind viteza de propagare a undei), cea de a doua 
din ls (3.3.9), ţinînd cont de semnificațiile atribuite lui e şi lui o, 
ne d: 


y 
Ooohs; = Osursă ( 008 o) i (3.3.10) 
(i 


Fie acum cazul cînd sursa de unde se mişcă faţă de fluid cu viteza V 
şi observatorul este în repaus faţă de fluid. În acest caz ataşăm sistemul K’ 
sursei de unde şi sistemul K observatorului. Formulele (3.3.9) rămîn apli- 
cabile şi în acest caz, cu deosebirea că de data aceasta œ reprezintă pulsația 
sursei, iar œ reprezintă pulsația undei recepționate de observator. Atunci, 
cu semnificaţia amintită pentru unghiul 6, din (3.3.9) se obţine . 


ce notei emilia as Dă (3.3.11) 


obs. 
1 — sta cos ð. 
C 


Din formulele (3.3.10) şi (3.3.11) se vede că pulsația (şi deci frecvența) 
undei acustice înregistrate de observator diferă de pulsația (frecvența) 
emisă de sursa de unde. Acest fapt este cunoscut sub denumirea de efect 


Doppler. 


$ 3.4. POSTULATELE TEORIEI RELATIVITĂȚII RESTRÎNSE 
ȘI TRANSFORMĂRILE LORENZ 


m arătat în $ 3.3, în teoria relativităţii clasice toate sis- 

| R de pa inerţiale sint echivalente între ele în raport cu Supe, 
anice (fapt exprimat în cadrul teoriei respective prin aceea 

dei pi ecanicii clasice sint invariante (rămîn neschimbate) față de 

erngl wile Galilei (3.2.26)). Dar în fizică studiem şi alte tipuri de feno- 

rr ae m cele mecanice (de exemplu, fenomene electromagnetice sau 

ia capi cuantice). De aceea se pune în mod fireso tatrebaraa sînt 
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oare sistemele de referinţă inerţiale echivalente între ele în raport cu toate 
fenomenele fizice? Experienţa ne arată că răspunsul la această întrebare 
este da. Desigur aceasta, înseamnă că; legile de transformare de la un sistem 
de referință inerţial la alt sistem de referinţă inerţial trebuie să lase 
invariante (neschimbate). legile tuturor fenomenelor fizice. Am văzut că 
transtormările Galilei (3.2.26) satisface această cerință pentru fenomenele 
mecanice. Dar satisfac ele cerința respectivă şi pentru alte fenomene — 
de exemplu pentru cele electromagnetice ? Se poate arăta că legile de bază 
ale fenomenelor electromagnetice (ecuaţiile Maxwell ; vezi cap. VI) nu sînb 
invariante faţă de transtormările Galilei (3.2.26). Vom cita aici un argument 
mai simplu care arată că transformările Galilei nu sînt compatibile cu modul 
de desfăşurare al fenomenelor electromagnetice. Să considerăm două sis- 
teme de referinţă inerțiale K şi K’ cu axele paralele, K’ mișcindu-se faţă 
de K cu viteza V = (V, 0, 0)—ca în figura 3.2.2. Să considerăm că o 
sursă de lumină, aflată în repaus în K, emite în vid un semnal lumi- 
nos ce se propagă cu viteza v = ¢ în lungul axei Oz. Atunci, conform 
cu (3.2,27), viteza respectivului semnal luminos în vid faţă de K’ ár trebui să- 
fie c'=c— V. Experiențele (cele de tip Michelson) au arătat, însă, că viteza 
semnalului luminos faţă de K’ este tot c, adică c = c. (De reţinut aici 
că c = 3 :108m/5, iar în experienţele lui Michelson valorile lui e şi e au fost 
determinate cu precizii de 0,15 m/s şi, mai recent, în experienţe cu laseri, 
această precizie a atins. valoarea de 3 - 10-5m/s.) 

Deci experiența ne arată, pe de o parte, că, sistemele de referinţă 
inerţiale sînt echivalente între ele în raport cu toate tipurile de fenomene 
fizice şi, pe de altă parte, că viteza luminii în vid este aceeaşi în raport cu 
toate sistemele inerțiale. Atunci se impune cerința că aceste constatări 
experimentale trebuie încorporate în teoria referitoare la legăturile şi core- ` 
laţiile dintre descrierile relative ale aceluiaşi fenomen fizic în raport cu 
diferite sisteme de referință inerțiale. După cum am văzut, teoria relati- 
vității clasice (galileene) nu satisface cerința menționată. De aceea, trebuie 
căutată o altă teorie a relativităţii care să fie conformă cu respectiva cerinţă. 
O astfel de teorie afost efectiv elaborată ca rod al cercetărilor unor savanți 
ca H. Poincaré, A. Lorentz şi mai ales ale lui A. Einstein şi este cunoscută 
astăzi sub denumirea de teoria relativităţii restrânse. Această teorie este 
clădită pe următoarele două postulate (cunoscute și sub denumirea de 


postulatele lui Einstein). À ; À 
T. Sistemele de referință inerțiale sînt echivalente între ele în raport 


cu toate tipurile de fenomene fizice. 
TI. Viteza luminii în vid este aceeași pentru toate sistemele de refe- 


i iale și i ici i i nici de viteza obser- 
rință inerțiale și nu depinde. nici de viteza sursei, nic 


yatorului, , 
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Se vede uşor că cele două postulate ale teoriei relativităţii restrinse 
nu reprezintă decit ridicarea la rang de axiomă a constaitărilor experi- 
mentale menţionate mai sus. De notat, în plus, că primul principiu nu este 
decît o extindere la toate tipurile de 


fenomene fizice a principiului rela- y 
tivităţii al lui Galilei (enunțat doar 
pentru fenomenele mecanice; vezi 
$ 3.3.). 

„Din cele două postulate ale teo- 0 | 
riei relativităţii restrinse se pot obţine W + 


anumite formule de transformare ale 
coordonatelor şi timpului pentru tre- 
cerea de la un sistem de referință i Fig. 3.4.1 

inerţial la altul (formulele Lorentz). 

Vom urmări în continuare să arătăm cum se pot obţine respectivele for- 
mule. Într-un sistem K vom nota prih (x, Y, z, t) un eveniment (care 
constă în producerea unui eveniment fizic la momentul t în punctul 
r = (x, y, 2)). Să considerăm două sisteme inerțiale K şi K’ cu axele para- 
lele, K’ mişcîndu-se cu viteza V = (V, 0, 0) în lungul axei Oz față de K 
(fig. 3.4.1). Să considerăm două evenimente pe care în raport cu K le vom 
nota cu E, (225 Yis Zi bi) Și Ga(Da Va 22 t,) iar în raport cu K’ le vom nota 
cu Eila, vi, 2 ti) Si Gala Yo 2 t). Mărimea, sip definită prin relația 


Sa = (l t)? (£2 = za (Va — Va)? (22 2), a 


unde c este viteza luminii în vid, o numim interval între evenimentele £, 
şi £, în raport cu K. Dacă €, şi 62 sînt infinitezimal apropiate, adică dacă 
t — tn = Gl n du dai Vai a dy şi 2 — zı = dz, atunci inter- 
valul între cele două evenimente va fi și el infinitezimal şi va fi definit 
prin relația 


ds? = edt — da? —- dy? — dz?. (3.4.2) 


în mod analog se poate defini intervalul Sio respectiv ds” între aceleaşi 
evenimente în raport cu K’ sechimbind în (rr Şi ia padon 
i timpul în raport cu K cu coordonatele și timpul in raport cu K, 
biosi a E viteză c a luminii în vid (conform postulatului al II-lea). 
Dacă cele două evenimente sînt legate prin semnal luminos — adică eveni- 
mentul 7 constă în emiterea unui semnal luminos, lar evenimentul+2 repre- 
zintă captarea aceluiași semnal luminos, evident că se pot serie relaţiile 


s, =0, s8=0. (3.4.3) 


ii că, că int între două evenimente legate prin semnal 
seste relaţii arată că intervalul eveni | ` semn 
pei pe nul în. toate sistemele de referință inerţiale. Dacă ne referim 
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la două evenimente oarecar i î 
E a, y r p r "P ni i 
me dela deea oar ecaro ce nu sînt legate între ele prin semnal luminos, 
K re ele nu va fi zero. Cînd evenimentele respective sint infini- 
a apropiate intervalele între ele în raport cu K şi K’ vor fi ds respec- 
A . t A . ERNE r ga. É 
iv ds’. Deoarece ds şi ds' sint infiniți mici de acelaşi ordin de mărime 


Fig. 3.4.2 


(trebuind să se anuleze simultan pentru evenimente legate prin semnal 
luminos) se poate scrie 
ds? = ads”. (3.4.4) 


Din cauza omogenității spațiului și timpului mărimea a nu poate depinde 
de coordonate sau de timp. Datorită izotropiei spåțiului a nu poate depinde 
nici de orientarea în spaţiu a vitezei V cu care se mişcă K’ față de K. 
Rezultă că a poate depinde cel mult de V = |V|. Pentru a găsi expresia 
a = a(V) să considerăm trei sisteme de referință inerţiale oarecare K, 
K, şi K, (fig. 3.4.2). 

Pentru sistemele considerate, aplicînd (3.4.4) se pot serie relaţiile 


` ds? = a(V ast, ds? = a(V,)ds}, ds? = a(Vua)dst (3.4.5) 
de unde se obține i 
a( V2) 
AR 3.4.6) 
. a(Va) a(Y,) ( 


Dar întrucât Va = | Va| depinde de unghiul între V, şi Va, iar V, = Vl 
şi V, = | Val nu ERA de respectivul unghi, rezultă că relaţia (3.4.6) 
este satisfăcută numai dacă a(V) = 1. Atunci din (3.4.4) rezultă că pentru 
orice două evenimente infinitezimal apropiate are loc relaţia 


ds? = As%, (8.4.7 


Pentru un cuplu de evenimente separate printr-un interval finit are 


loc relația (3.4.8) 


2 = 12 
812 = Su: 
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iei 3 E S My T a se clasifică în intervale de tip temporal 
aa AA a E ui ip spațial (siz < 0) şi inte? vale nule (s= 0). Ulti- 
3 i 3) ervale între evenimente legate prin semnal luminos (vezi 

_În raport cu un sistem inerţial K un eveniment € are coordonatele 
spat iotemporale X, Y, 2 şi t, iar în raport cu un alt sistem inerţial K’ eveni- 
mentul respectiv are coordonatele spațiotemporale w’, y’, z’ şi t. Este 
important de stabilit care este legătura între æ, Y, 2, t pe de o parte şi 
S'Y, 2, pe de altă parte. Pentru aceasta vom considera drept sisteme 
K şi K’ sistemele din figura 3.4.1 (fără ca prin aceasta să afectăm genera- 
litatea discu pilor). Vom considera trecerea originii 0’ alui K’ prin originea 0 
a lui K drept eveniment €,. În plus, vom considera un eveniment £2 Oare- 
care. Alegind în mod convenabil originea timpului în cele două sisteme de 
referință putem nota coordonatele spaţio-temporale ale celor două eveni- 
mente în raport cu cele două sisteme de referință în felul următor : 
£.(0, 0; 0, 0), Caz, Y, z, t) în K şi €140, 0, 0, 0), ez, y’, 2’, t) în K. 
Tinind cont de (3.4.8) şi (3.4.1) se poate serie 


0202 — T — 22 = 022 — pt — ya, (3.4.9) 


Deoarece K’ se mișcă faţă de K în lungul axei Oz şi cele două sisteme 
au axele paralele, este natural să admitem că avem 


; y =y, 2=7. (3.4.10) 
Atunci din (3.4.9) rezultă 


et — g => 0202 — wE. (3.4.11) 


Cu notaţiile t = ict, m = it (i = VL), această relaţie se transcrie 
A 4 tă Z 
în forma | 


me pm = 72 y 72. (344.12) 


tată geometric ca o transformare 
a planului vO 7 în planul z'O'7 
cu păstrarea originii şi păstrarea 
distanţei dela originela un punct 
oarecare. O astfel de transfor- i a 
mare nu este decit o ii a 5 
i Or în jurul origmu ; die 

pe 3) cuun sp, de rotaţie oarecare V. Din figura 3.4.3 se vede că | 
e TA menţionată este definită de relaţiile 


m = a ooh — A Bin Y (8.413) 
z = a sin b + 7! cos V. 
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pent A determina unghiul Ņ vom considera evenimentul £pca, fiind repr 
AS a A e trecerea originii O a lui K’ printr-un punct oarecare (de pea A 0z 
a P; ) OT O. Atunci în sistemele K și K’ vom avea €£ (4 0,0 i) 

2(0, 0, 0, t) cu x = Vt. Rezultă că iment relații 
AUENA pentru acest eveniment relațiile 
Vi = —"' sin Yh, T= 7 cosy (3.4.14) 


De aici rezultă 


Vi Vi y 
tg = = = i—. 
| S z id 4 > (3.4.15) 
Ţinind cont de relațiile 
: tg v di 
sin V = ——— s; cos V = ———— 
; l VI+tg?} ; VI +g} gop 
din (3.4.13) şi (3.4.10) se obţine 
pe ERE i Ă a — Vt 
= = v = — 
| y2 mZ 
Tee poa i 
G2 / G2 
pe y =y 
TEE. E (3.4.17) 
ADUSE, 
Up t — LA By 
= = : 


Aceste relații sint cunoscute sub denumirea de transformările Lorentz 
(directe — cele din stînga și inverse — cele din dreapta) 


2 
De notat că atunci cînd V < c întransformările Lorentz |/ 1 — E 1 şi 
a Ş 


i — Pag xt şi transformările respective se reduc la transformările 


e2 
Galilei (3.2.26). Aceasta arată că relativitatea restrînsă conține relativi- 
tatea clasică ca un caz particular (corespunzător vitezelor mici în compa- 


rație cu viteza luminii). 


$ 3.5. CONSECINȚELE CINEMATICE ALE TRANSFORMĂRILOR 
LORENTZ | 
3.5.1. CONTRACŢIA RELATIVISTĂ A LUNGIMILOR 


Să considerăm o riglă aflată în repaus în sistemul K’ şi aşezată în 
lungul axei 0'w'. Lungimea riglei în repaus — numită şi lungime proprie — 
este lọ =V = z — 4 (unde wi și w, sint coordonatele capetelor riglei). 
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panan 


Si ee, n oa are a l a riglei măsurată dintr-un sistem K faţă de 

trebuie să deiere i le mişcă cu viteza V = (V, 0, 0). Pentru aceasta 

Nie si el er minăra, la același moment t, în K, coordonatele a, și da 
petelor riglei. Din (3.4.17) se poate serie 


V3 TR! THA =i (3.5.1) 


de unde prin scădere rezultă 


ahoa poa IP a Ca Ma — Q. l 7 à 
da = v= =h ea =-= (3.5.2) 
TAA | a 
c2 02 
adică 
— 
Il = „| Sie (3.5.3) 


Această relație arată că lungimea ! a riglei în raport cu un sistem de refe- 
ia ag E FE i să yz 
rință față de care ea se mişcă este mai mică ( deoarece J- = fe <i 


decît lungimea sa proprie l (măsurată în sistemul în care rigla este în 
repaus). Acest fapt este cunoscut sub denumirea de contractia relativistă 
a lungimilor. ` 

Se poate uşor vedea că dacă rigla este aşezată paralel cu axele O'y” 
sau 0'2' (adică perpendicular pe direcția sa de mișcare) nu mai apare 
nici o contracție relativistă. 


3.5.2. DILATAREA RELATIVISTĂ A INTERVALELOR TEMYORALE 
3 fi i 


Să considerăm acum două evenimente €£, şi 6. care se petrec la 
momentele t; şi t, cu un acelaşi corp aflat în repaus într-un sistem KE", 
adică evenimentele sint presupuse a avea loc în aodan! prae i Cani 
/ i : (în sistemul în care corpul este in repaus) 
valul de tion [dA N — A =, — ti. Să vedem cât este intervalul 


două evenimente este Ato : i 

i î ă i ă - faţă 
ele două evenimente măsurat dintr un sistem K 

de bre 7 acoie ul în cauză) se mişcă cu viteza V = (V, 0, 0). 


de care K’ (şi deci ȘI corp! 
Din (3.4.17) se poate scrle 
VĂ ne: ÎL. 
VA Est în HN 
AE DAR La (3.5.4) 
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8 — c, 11 


«de unde rozulli 


At ta — t u pe Alo 


Do aici so vedo că intervalul do timp, între două evenimente care se petrec 
cu un acelaşi corp, măsurat în raport cu un sistem K față de care corpul 


(6 
valoarea At, în raport cu sistemul propriu de referință (în care corpul se 
atlă în repaus). Acest fapt este cunoscut sub denumirea de dilatarea rela- 
ivist a intervalelor temporale (sau a duratelor). 


se mişcă, are o valoare At mai mare deoarece L —— >1 | decit 


3.5.3. FORMULELE DE TRANSFORMARE RELATIVISTĂ A VITEZELOR 


Să considerăm o particulă aflată într-o mişcare arbitrară. În raport 
cu două sisteme de .reterinţă inerţiale K și K’ coordonatele carteziene ale 
particulei vor fi în general funcţii de timp adică: v = x(t), y = y(t), 
2 = e(t) şi respectiv 2' = wt), y = ya = z(t). Componentele vitezei 
particulei în cele două sisteme de referință sînt, prin definiţie, date de 
relaţiile 


pa, pt, di (3.5.6) 


Se pune acum problema de a vedea care este legătura între mărimile v, 


imita vt. y! v! pe de altă parte. În acest sens tre- 
>, v, pe de o parte și mărimile Vry Vys Va Pe A6 
tie mai intù notat că din (3.4.17) rezultă 


şi respectiv 


iee E 


== V Ă 
di dv + A da” di dr! + z do 4 


ye? au ye 
d} J Ta p3 LI — à 
da. aa aer AN dp at E 200 Sl lu 0 etala) 
—— 
t 
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împărțind, in membrii drepți ai acestor relații atit numitorii cât și numără- 
torii cu dt’ şi ţinînd cont de (3.5.6), rezultă relaţiile 


a i FA Yy J vV , Vz = PAR 4 (3.5.9) 
) că îi ae oi pir ri 


Aceste formule exprimă legile relativiste de transformare a vitezelor dintr-un 
sistem de referinţă inerţial în alt sistem de referință inerţial. (Pentru for- 
mulele (3.5.9) unele publicaţii folosesc și denumirea de legile relativiste 
de compunere a vitezelor.) 

De notat că dacă V < c ṣi v4 < c (« = %, Y, zZ), prin neglijarea ter- 

EEE 4 zi ` > ; 
menilor =A 2 , relaţiile (3.5.9) ne dau tocmai formulele clasice 
c c ; 

(galileene) (3.2.27) de transformare a vitezelor. Aceasta arată din nou că 
relativitatea clasică este o aproximaţie (corespunzătoare vitezelor mici) 
a relativității restrinse. 


3.5.4. FORMULELE DE TRANSFORMARE RELATIVISTĂ A ACCELERAȚIILOR 


În raport cu cele două sisteme de referinţă acceleraţia particulei 
menţionate în $ 3.5.3 va avea componentele 


do, do, d, 
a Dj pi =E 
dt dt dt 
do eo e e e 2 0, = 
a, ci pe E a, aon a, = dp - (3.5.10) 


ăsi ă î ărimile az, a, 4 
Se pune problema de a găsi care este legătura între mărimile aa, 4, 4 
pe T o Darte şi mărimile az, ay» a; pe de altă parte. Pentru a soluţiona 
această problemă notăm mai întîi că din relaţiile (3.5.9) se poate serie 


E 
( = 2) do), je E 


f c? Li Lă PRE. e d Lă 
dr,= 7 2 X dv, = A IA 7 2 [( +a) dva ga Va «| 
( + me) ; | c2 v) m 


e (a =Y, g) ; (3.5.11) 
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Din aceste relaţii, ţinind cont de (3.5.7) şi (3.5.10) se obține 


— 219 > 
2 $ y2 
J: S 1 eta 
02 A g2 
- — a, = 
V 


AE A (38.5.12) 
Acestea sint tocmai formulele relativiste de transformare a acceleraţiilor 
pe care le căutăm. De notat că aceste formule nu trebuie interpretate ca 
„formule de compunere a accelerațiilor” deoarece K’ nu se mișcă accelerat 
faţă de K. 
Se observă că la limita vitezelor mici formulele (3.5.12) trec în for- 
mulele (3.2.28) din relativitatea clasică (galileană). 


§ 3.6. ELEMENTE DE DINAMICĂ RELATIVISTĂ 


Am văzut în cazul mecanicii clasice că studiul aspectelor dinamice ale 
mişcării poate fi făcut în utmătoarele. formalisme echivalente între ele : 
formalismul ecuaţiilor Newton, al ecuaţiilor Lagrange şi cel bazat pe 
principiul minimei acţiuni. În cazul teoriei relativităţii restrinse vom aborda 
Studiul unor elemente de dinamică pornind de la principiul minimei acţiuni. 
Acest principiu, ca şi în cazul mecanicii clasice, afirmă că pentru orice 
sistem mecanic există o integrală 9, numită acţiune, care are un minim 
pentru traiectoriile reale ale sistemului în raport cu “traieetoriile virtuale. 

Să ne începem studiul prin definirea acţiunii pentru o particulă 
liberă, adică pentru o particulă care nu șe află sub influența vreunor 
interacțiuni eu alte corpuri. O primă, cerinţă, în teoria relativităţii restrinse; 
pentru acţiune este ca ea să fie un mvariant (să nu se modifice) în raport 
cu transformările Lorentz prin trecerea de la un sistem de referinţă la altul. 
Deci acţiunea trebuie să fie un scalar (scalarii nu se modifică la transfor- 
mări — vezi § 3.7). În plus, analog cu cazul mecanicii clasice, acțiunea 
trebuie să fie dată sub forma unei integrale din diferențiale. de ordinul 
întîi. Pentru o, particulă liberă, care în intervalul de timp di îşi modifică 
coordonatele cu dg, dy şi dz, singura diferenţială de ordinul întii care este 
un invariant este intervalul relativist ds definit prin relația 


T GENE 
ds = dt? — da? — dy? — dz? = dt fı Te + 


7 Ei a (y) = cat ( =T) (3.61) 
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unde ez v(t) este viteza momentană a particulei. Deci acțiunea pentru o 
particulă liberă trebuie scrisă sub forma ; 


J= n dy == ne ul De (3.6.2) 
C 


ĉi ti 


unde evenimentele £, şi £, reprezintă plecarea particulei la momentul t, 
din punctul r; = (%1; Yı 21) respectiv sosirea ei la momentul t, în punctul 
t (42, Ya 2a) În (3.6.2) n reprezintă o constantă pozitivă, iar semnul 
minus apare pentru a asigura, ca extremumul acţiunii F să fie un minim. 
Pe de altă parte, prin analogie cu mecanica clasică (vezi $ 1.6) 
acţiunea trebuie scrisă sub forma; a 


ta 
SP =Á L di (3.6.3) 


ti 


unde Z este lagrangeianul sistemului considerat (în cazul în discuţie sis- 
vemul reducându-se la o particulă liberă). Comparînd (3.6.2) şi (3.6.3) rezultă 
că lagrangeianul unei particule relativiste libere are expresia 


pe DA o EU LO) (3.64) 


în paragrafele precedente am văzut că la limita vitezelor mici relativitatea 
restrinsă dă relativitatea clasică. Atunci la aceeași limită dinamica relati- 
vităţii restrinse trebuie să dea dinamica clasică. Aceasta, înseamnă că la 
limita vitezelor mici (| v| < c) lagrangeianul (3.6.4) trebuie să dea expresia 
cunoscută a lagrangeianului clasic al unei particule libere 


Ji 
A aie == > mov? a (3-6.5) 


unde m, este masa clasică a particulei. În teoria relativităţii Mo poartă 


şi denumirea de masă de repaus a particulei. Având în vedere că | 1—B*- 


x1 ru pentru b < 1, din (3.6.4) se obţine în aproximaţia [v|<c, 
2 


y? 


EE E - (3.6.6) 
20 


în lagrangeian termenii constanți nu. au nici o importanţă (ei 
ră oarece 0 in nici un fel în ecuațiile de mişcare) termenul ye din 
(3.6.6) poate fi neglijat. Întrucît la limita vitezelor mici Z dat de (3.6.6) 
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trebuie să coincidă (pină la o e ntă ă 
ă e i ă l onstantă, după cum am văzut 
dat de (3.6.5) rezultă a ae 


v? 1 | 
+ , 9 cp a APIA 
" illa MV N Myl. (3.6.7) 


Introducînd această valoare a lui y în (3.6.2) şi (3.6.4) rezultă că acţiunea S 
şi lagrangeianul Z al unei particule relativiste libere au expresiile 


LI] 
F= — moe 


îi 


d, pe ime |1 PH (3.6.8) 


Q2 


a e aa cu mecanica clasică definim impulsul p al particulei prin 
relaţia 


_ ÎL 090, | 
Po «20 TI ; a= 1282) (3.6.9) 


a æ 


Din (3.6.8) şi (3.6.9) rezultă că impulsul unei particule relativiste are 
expresia 


p = PRAO (3.6.10) 
vy? 5 

J: a | 

e 


Se vede uşor că la viteze mici în comparaţie cu viteza luminii (v| < e) 
expresia (3.6.10) a impulsului relativist trece în expresia Clasică Poraste = MoV. 

Energia Æ a particulei o definim, prin analogie cu cazul clasic (vezi 
$ 1.5), prin intermediul hamiltonianului #, adică prin relațiile 


Be = Y pi L= Epin 2 =p yY (8611) 
í a 


Ed ` 
Introducind în această relație expresia lui p dată de (3.6.10) şi expresia 
lui Z dată de (3.6.8) obţinem pentru energia particulei expresia 


2 
ice Up es, E: Ie (3.6.12) 
5 ; v? z 5 
i J: ETE 


Cînd particula se află în repaus ( = 0) energia particulei are valoarea 
To = m902. (3.6.13) 

d curent pentru energia T dată de (3.6.12) se foloseşte denumirea de 
er totală, A pentru energia Bo dată de (3.6.13) se utilizează denumirea 


de energie de repaus. 
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Zvi cà dacă nrin roia cinetică i i 
ES En ident că dacă pr in energia cinetică T a particulei înțelegem energia 
gată de mişcare, respectiva energie are expresia 


Se E A (3.6.14) 
r RA e 
| ca 

' 
Formulele discutate mai sus sint adevărate atit pentru particulele ele- 
mentar e (particule fără structură internă) cît şi pentru corpuri compuse 
(cu structură, internă). Referitor la acestea din urmă sint de menţionat - 
următoarele : în energia de repaus Ho = M pc? a unui corp compus (de masă 
de repaus M,) intră atit energia de repaus Y Bo; Ymg? a particulelor 


$ t 

constituente (de mase de repaus Mo;), cât și energia de interacțiune reci- 
procă a particulelor respective, precum şi energia cinetică legată de mișcarea 
particulelor în interiorul corpului. De aici rezultă că pentru un corp com- 
pus (sistem de particule) în general avem 


Mè > Ymy. (3.6.15) 


Egalitatea apare numai cînd particulele constituente nu interacționează 
între ele şi nu se mişcă în interiorul sistemului. Relaţia (3.6.15) arată că în 
teoria, relativităţii restrinse masa de repaus a unui corp (sistem) compus 
i nu este în general egală cu suma maselor de repaus ale particulelor con- 
stituente. 


Să prezentăm acum cîteva relații între energie şi impuls, des folosite 
în fizică. Din (3.6.10) şi (3.6.12) prin ridicări la pătrat şi adunări se obţine 
relaţia 3 

F? ; 
== p? + mo02. : (3.6.16) 
o ; : 


Dacă scriem E = Pp) Er obținem pentru hamiltonianul # al particulei 
următoarea expresie Ea 


sp = cp? + me. (3.6.17) 


Tot din (3.6.10) şi (3.6.12) prin simple împărțiri rezultă relația 


E:v 
c 


p= (3.6.18) 


Din ( i ă că i ulsul p şi energia E 
n (3.6.10) şi (3.6.12) se observă că pentră v —> 0 1mp erg 

îi ala, fa spre infinit dacă mo + 0. Aceasta arată că particulele 

cu masa de repaus Mo diferită de zero nu se pot mişca cu viteza luminii 

(aducerea unei particule cu mo + 0 la o viteză v = 0 ar necesita o energie 
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infinit de mare, care fizic nu-i poate fi furnizată). Din (3.6.18) se vede că 
pentru particulele care se mişcă cu viteza v = e (desigur că este vorba, 


de particule cu m, =0) legătura între impuls-energie este dată de 
relaţia, 
E 


(3.6.19) 
(6 


Legat de impulsul şi energia unei particule o altă problemă care se pune 
în teoria relativității restrînse este aceea a transformării mărimilor respec- 
tive de la un sistem inerţial la altul. Mai concret această problemă poate fi 
formulată în felul următor : dacă o particulă în mișcare arbitrară are în 
raport cu un sistem inerţial K impulsul p = (pz, Py; DP.) Si energia E, 
iar în raport cu un alt sistem inerţial K’, impulsul P'=. (Pz, Py, Pi) ṣi ener- 
gia E’, atunci care sînt formulele de legătură între mărimile (Da Pys Do EF 
pe de o parte şi mărimile (p;, Py; P}, E”! pe de altă parte cînd K’ se 
mișcă faţă de K cu viteza V = (V, 0,0) ? Pentru a răspunde la problema 
enunțată notăm mai întîi că din relaţiile (3.6.10), (3.6.12) şi (3.6.1) se poate 
serie (cu (aja = {Lr Vos Vaj = (4, y,2)) 


mob cma da dg 
Pa = 0-a i — 0 = ta ua 
vV 
; d ; 
Ep Mue i a (36.20) 


o v? A E ds 
J- O cdt J: Sa 
unde ds este intervalul relativist (3.6.1) legat de parcurgerea de către par- 


iculă în ti iului | discutate în 
ticulă în timpul dt a spaţiului | da? + dy? + dz”. Conform celor 

$ 3.4, intari relativist este o mărime invarianță faţă de trecerea de 

la un sistem de referinţă inerţial la altul. Atunci, referind u-ne la sistemele 


de referință menţionate K şi K’ putem scrie 


v , ' a ` (3.6.21 
as = cae) E = cdt EEE ( ) 


Evident că în sistemul K’ putem scrie 


Ade e pat (3.6.22) 


| i ti K în funcţie 
i donatele (2,3. și timpul t în raport cu ; 
de A. şi a Y în raport cu K’ cu ajutorul transtormă 
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rilor Lorentz (3.4.17) şi, ţinind cont de (é in (é i 
ăia şi, $ mt de (3.6.21), din (3.6.20) şi (3.6.22) 
pe MgC ap | Ym o gy 
Da = mo aiie Mye i Mae AL = „de. mru = 
d ds y? ] T 
lira o |: 
, V , 
Pr AF PER 4 
AI = 
d/a e e j 
by = OE = Me AT Pu Pz = Pa 
AES 
E cd cd ice a” 
= Mo? = Mo Ei 
ds 


e Ap MA 
ds c ds «be c i (3.6.23) 


Din aceste relaţii rezultă că între componentele impulsului şi energia unei 
particule luate în raport cu un sistem de referință şi aceleaşi mărimi luate 
în raport cu alt sistem de referinţă, există următoarele relații sau formule 
de transformare directe şi respectiv inverse 


Py > Py ga Pa a (3:6.24) 


$ 3.7, 1 ORMULAREA CVADRIDIMENSIONALĂ A TEORIEI 
RELATIVITĂȚII RESTRINSE 


` 


Adesea, din motive de eleganță a scrierii şi ușurință a memorării 
formulelor, teoria relativității restrînse se transcrie în formalismul spațiilor 
vectoriale cvadridimensionale. Acest formalism are la bază spațiul cyadri- 
dimensional de coordonate 


wi = 0 Da E Y Oa E a = 0t (3.7.1) 


numit și spațiul Minkowski. Un punct dintr-un astfel de spaţiu, definit 
printr-un set de valori (2, 8z, La, Vah, nu este altceva decit un eveniment £, 


definit în sensul $ 3.4, care se petrece la momentul t = Ta în punctul 

ic 
r = (2, Y, Z) = (X1, Lz X3) din spaţiul obişnuit. Raportarea unui eveniment £ 
la un sistem de referință inerţial K am văzut că constă în precizarea coor- 
donatelor obişnuite (x, y, 2) ale locului unde se produce şi ale momentului ¢ 
cînd are loc. Se vede uşor că o astfel de raportare la un sistem de referință 
nu reprezintă, decât găsirea „coordonatelor evadridimensionale” ale unui 
punct în raport cu un sistem evadridimensional de axe definit de (3.7.1). 
Atunci raportarea unui eveniment £ la două sisteme de referință distincte 
K şi K’ (cu axele Ox, Oy şi Oz respectiv 0'a', O'y’ şi 0'z') nu reprezintă 
altceva decît raportarea unui aceluiaşi punct din spațiul evadridimensional 
la, două sisteme de axe evadridimensionale distincte (adică la sistemul de 
axe Ox, Uz, Oxz, Ox, şi respectiv la sistemul O'zi, O'g, 0'as, O'x,). Trece- 
rea de la un sistem de referință inerţial K’ la alt; sistem de referință inerţial 
K — descrisă de transformările Lorentz — nu mai este atunci, in limbajul 
spațiului evadridimensional menţionat, decît o transformare a coordonatelor 
evadridimensionale ale unui punct de la un sistem de 4 axe de coordonate 
la un alt sistem de 4 axe de coordonate. In concluzie, transformările Lorentz 
se scriu ca o transformare de 4 coordonate. Să vedem cum se exprimă con- 
cret o astfel de transformare. De notat atunci că în locul notaţiei 
(a, Y, 2, bsi EL, Y’, z', t') pentru un eveniment în raport cù 2 sisteme 
de referință K şi K' trebuie „folosite notaţiile € (Lis Las Tao Va) ŞI 
E' (2l, Ys, Vs, %4) pentru un punct în raport cu 2 sisteme de cvadriaxe. 
Introducînd notajţiile 


DE 


E Pen p E (3.7.2) 


Cc 
şi ţinînd cont de (3.7 .1) se vede uşor că transformările Lorentz (3-4.17) 
se transcriu în forma 3 

m = Tea +0: a HO ay — BT ze 
Oe ai + Leah 0 as rr a 
da 0-a H0 a +L as a a (3.7.3) 
w, = iBT: a +0 m H0 a HT i 


|l 


2a 


ll 


122. : 


În notație matriceală aceste transformări se scriu 
` 


d T 0 0 iph (aj 
Da Aa e 0 d, 
Fl BEE FOND N d a] ra 
Oa CURU) U Ip EA 
Dacă se notează cu A, elementele matricei 
D000 RE 
(A) = i x (3-7.5) 
o= 0 
ir 0 0 T 


numită şi matricea transformărilor Lorentz, atunci relațiile (3.7.3) sau 
(3.7.4) se scriu prescurtat sub forma ; 


i ; 
a, = y M i - (8-7.5) 


Această ultimă relație nu reprezintă altceva decît exprimarea cvadridimen- 
sională a transformărilor Lorentz. Ținînd cont de (3.7.2) se vede uşor că 
determinantul asociat matricei transformărilor Lorentz (determinantul cu 
elementele A,,) este egal cu unitatea, ceea ce se scrie sub forma 


Det| A| = 1. (3.7.6) 


Li 


De asemenea, ţinind cont de (3.7 .2), se poate vedea uşor că matricea A;r 
satisface relaţia E 


5 


ESE) - 
AA aaa A ie) (3.7.7) 
! Iki 1 0 k j. 


l 


Generalizind (3.7.5) vom spune că un ansamblu de 4 mărimi (A jo formează 
un cvadrivector dacă ele se transformă de la un sistem de referință K 


la alt sistem K după relațiile 


ai 4 
À; = Y Arki: : (3.7.8) 


hol 
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În mod analog, un ansamblu de 16 mărimi (7,4, formează un cvadri- 
tensor de ordinul doi dacă prin trecere de la un sistem inerţial K’ la un 
alt sistem inerţial K ele se transformă după relaţiile 


i | 
T= E AmAn Tm (3.7.9) 


m, l=1 


Fiind daţi doi cvadrivectori (4,1. $ 


aa Şi (BHo, mărimea 


(4, B)= 5 AB (3.7.10) 


se numeşte produs scalar al cvadrivectorilor 4.4,4_, și {B;!j-ı Avînd în 
vedere relațiile (3.7.8) şi (3.7.7) se vede uşor că produsul scalar (A, B) 


este un invariant (nu se modifică) la trecerea de la un sistem-de referință 
la altul, adică 


(4, B) = 54,8, = NAB = (4,8). (3.7.11) 
3 3 


Un exemplu particular de produs scalar evadridimensional îl oferă interva- 
lul relativist ds. Pinînd cont de notaţiile (3.7.1) se vede că 


- 3 4 4 
ds? = dt? — da? — dy? — dz? = — YẸ da? = — dada, (3-1-12) 
j=1 K Si 
Din relația (3.7.11) rezultă 


ds = ds’ (3.7.13) 


DEA a : : : E 
adică tocmai invyarianța intervalului relati : E š A 

Un exemplu de cvadriveetor îl oferă vitezele cvadridimensionale defi- 
nite prin relaţiile E 


pa Ci (3.7.14) 


i i ă mărimile {u,}j-ı se trans- 
înd cont de (3.7.13) şi de (3.7.5) se vede că mărimile (4); = Se 

ser după ia ile (3.7.8), adică ele formează într-adevăr un CA Mute 
Este uşor de văzut că cele 4 componente ale cvadriveetorului (a Viza Sin 


Le PRS tie 1.15 
{u}= = [Los P Fania? èr) (3.7.15) ; 


î aent i tridimensionale ale vitezei V 
f 9, V, Bînt componentele carteziene | y 
i: ae f și mărimea y este definită prin relaţia y = [1 — (2/c)] 12, 
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Avi În Te lat <] 3 y s il 
să pi Sia i Ag se poate vedea, ușor că relaţiile (3.7:8) aplicate 
cva, torului (4,942, nu sint altceva decit relaţiile (3.5.9). 


ză Luind în considerare (3.7.15) se vede uşor că cvadriveetorul viteză, 
(ui satisface relaţia, 


3 wY wm= i (3.7.16) 


Cvadrivectorul accelerație este definit prin relațiile 


du, __d*aj i 
(= PA Ene (3.7.17) 


Tinînd cont de (3.7.13) şi de (3.7.5) se vede uşor că şi mărimile (102. se 
transformă după relaţiile (3.7.8), adică ele formează un cvadrivector. Se 
poate vedea uşor că relaţiile (3.7.8) aplicate cvadrivectorului (0042 DU 
sînt altceva decît relaţiile (3.5.12). > 

Derivind relaţia (3.7.16) în raport cu s obținem 


4 du; 4 


j= 


Această relație exprimă faptul că. ovadrivectorul viteză (4)4- Și evadrivec- 
torul acceleraţie (%,4-. sînt ortogonali, produsul lor scalar fiind nul. 

Cu ajutorul evadriveetorului viteză, (12. se poate defini şi evadri- 
vectorul impuls {p;}j-ı Prin relaţiile 


Dj = MC. (3.7.19) 


Ținînd cont de (3.7.15) se vede ușor că cele 4:componente {p;}j-i sint 
date de relaţiile - 


iE 
(priza = |2» Pw Pa a (3.7.20) 


unde Pz, Py Şi pe sînt componentele vectorului impuls p definit de (3.6.10), 

iar E este energia definită de (3.6.12). e i 
Deoarece my şi e sint constante scalare și {u;}-ı formează un cvadri- 

vector rezultă că și mărimile {p;}j-, formează un evadrivector. În conse- 

cință cvadrivectorul (Diaz Se transformă de la un sistem de referinţă la, 

altul după relaţiile (3.7.8). Se poate vedea foarte uşor Că relaţiile (3.1.8) 

aplicate cvadrivectorului {p} -nu sint altceva decit relațiile (3.6.24). 
Din relațiile (3.7 16) şi (3-17.19) rezultă imediat relația 


D 


(3.7.21) 


7 JAA 
pp; = — Moe 
1 
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Folosind pentru (Pia expresiile (3.7 
i 1 Xpres 8.1.19 
(8.7.21) este identică ou (36.16). i 


Cvadriv jà 1180 defi i 
ectorul forţă (G,)4., se defineşte prin următoarele ec 


) se poate vedea uşor că, relaţia, 


UV ; | j : uații 
cvadridimensionale de mişcare, în funcție de cvadrivectorul impuls ; 
dp, = Q 3.7.22) 
Ag 4 (3.7.22) 
Ținind cont că componentele tridimensio jei í 
l n sionale ale forței {F,}¥; se definesc 
prin relațiile Pr bu A 
dp, 
Fra By (3.7.23) 


precum şi de faptul că derivata în raport cu timpul a energiei este egală 
cu produsul scalar al forței cu viteza (vezi (1.2.27)), adică, 


—=F-v, (3.7.24) 


se vede ușor că componentele vectorului forță sînt 


m , 
e Yy 


CSE = Sup pila supa } (3.1.25) 
e c c 

Desigur că din (3.7.22) rezultă că mărimile (G,)4-, alcătuiese un 
cvadrivector ce se transformă de la un sistem de referință la altul după 
relațiile. (3.7.8). , 

Să dăm şi un exemplu de cvadritensor de ordinul doi. În mecanica 
clasică momentul cinetic al unei particule se defineşte prin relaţia Dr Ap. 
iar componentele lui sînt de forma „pa — VePa (ap. 12,3). În dinamica 
relativistă putem atunci defini un cvadritensor moment, cinetic prin 
relaţiile i 


ET) (3.7.26) 


unde /z44_.şi {p,}4-1 sînt cvadrivectorii coordonată (3.7.1) şi impuls (3.7.19). 

pnde (iai LRE moment cinetic (Ira Se transformă de la 

un sistem de referință la altul cu ajutorul relaţiilor (3.7.9). 
Se vede ușor că evadritensorul moment cinetic este antisimetrice, adică 


satisface relaţiile 


La == Tiks (3:720) 
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Capitolul IV 


Elemente de termodinamică 


$ 4.1. MIȘCAREA TERMICĂ ȘI SISTEME TERMODINAMICE 


Corpurile macroscopice sînt alcătuite dintr-un număr foarte 
mare de particule microscopice constituente (molecule, atomi, ioni, 
particule elementare). (De notat că despre un număr N se spune că este 
foarte mare dacă In N > 1. Tlustrativ menţionăm că un mol de gaz ideal — 
care, de exemplu, în cazul oxigenului conține 0,032 kg de gaz — ocupă 
în condiţii normale un volum de 0,0224 m? şi conţine N = 6,02 - 1023 
molecule). În interiorul corpurilor macroscopice particulele microscopice 
constituente se află într-o continuă mişcare numită miscare termică. Dacă 
respectiva mişcare termică influenţează în mod semnificativ starea internă 
precum. Și proprietăţile globale de ansamblu ale unui corp macroscopic 
se spune că respectivul corp are proprietăți termodinamice. Corpurile cu 
proprietăți termodinamice sînt numite şi sisteme termodinamice. 

Pentru studiul sistemelor termodinamice au fost elaborate metoda 
termodinamică şi metoda statistică. Cele două metode, deși sînt distincte una 
de alta, nu se exclud reciproc ci, din contră, se susțin și completează între 
ele. Metoda termodinamică oferă o descriere macroscopică globală fără să 
se bazeze pe nici o reprezentare despre structura internă, atomico-molecu- 
lară a'sistemelor studiate. Metoda amintită are un caracter fenomenologie 
întrucît este clădită” prin sistematizarea datelor experimentale şi genera- 
lizarea şi ridicarea la rang de principii (axiome) a unor conclu ii ce se des- 
prind din respectiva sistematizare. Metoda termodinamică „constată? 
(și „consemnează””) care sînt diferitele proprietăţi ale sistemelor termodi- 
namice, fără însă a oferi o explicaţie a respectivelor proprietăţi. 

Metoda statistică, oferă o descriere a sistemelor termodinamice por- 
nind de la anumite reprezentări şi modele concrete referitoare la structura 
atomico-moleculară a respectivelor sisteme şi referitoare la mişcarea micro- ` 
particulelor constituente în interiorul sistemelor. Pe o astfel de bază metoda 
statistică caută (și reuşeşte) să explice diteritele proprietăţi ale sistemelor 
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termodinamice. Mai b chiar la statistică, r y 
probleme principial ea ai a aaae a e na ad a 4 
exemple de asemenea probleme pot fi citate stabilire > iei P 
calculul unor constante de material cum ar fi căldurile ode Pan Lp 
de dilatare, coeficienți cinetici de transport ete. Mai trebuie 'adău ab d 
metoda statistică dă o tundamentare riguroasă metodei E n 
totodată stabileşte limitele de aplicabilitate ale acesteia. 
Ansamblul de probleme care sînt investigate cu ajutorul metodei 
termodinamice se constituie într-un capitol distinct al fizicii numit termo- 
dinamică. Problemele "studiate cu ajutorul metodei statistice formează 
conţinutul unui alt capitol al fizicii, numit fizică statistică. În practică 
pentru studiul sistemelor termodinamice, cel mai adesea este nevoie de 
aportul conjugat al celor două metode de studiu menţionate şi, de aceea 
cele două capitole amintite ale fizicii adesea sînt reunite sub titlul generic de 
termodinamică statistică. 


Factorii macroscopici care caracterizează un sistem termodinamice şi ra- 
porturile lui cu mediul ambiant (adică cu corpurile înconjurătoare) se numesc 
parametri macroscopici. Astfel de factori sînt presiunea (p), volumul (V) 
şi temperatura (vezi § 4.2) pentru un gaz ideal sau lungimea (l), aria sec- 
ţiunii transversale (A), forța de întindere (F), modulul de elasticitate (£), 
temperatura pentru o bară elastică ete. Parametrii macroscopici, în raport 
cu un sistem termodinamic, pot fi externi şi interni. Parametrii externi 
sînt determinaţi de poziţia corpurilor exterioare (care nu intră în sistemul 
considerat) şi se notează de obicei cu a, (i = 1, 2, ..., n). Exemple de 
parametri externi le oferă volumul unui sistem termodinamic sau un cimp 
de forțe care acţionează asupra unui asemenea sistem. Aceasta deoarece 
atit volumul cît și cimpul de forțe menţionat depind de poziţia corpurilor 
exterioare. Desigur că parametrii macroscopici externi a ai unui sistem 
termodinamice sînt funcţii de poziţia spaţială (şi deci de coordonatele) 
corpurilor exterioare care formează ambianța sistemului respectiv. Para- 
metrii macroseopici interni ai unui sistem termodinamic, notaţi cu 
DO 2... Og Sint determinaţi. de mişcarea globală de ansamblu a 
sistemului respectiv precum și de distribuţia şi mişcarea termică a micro- 
particulelor constituente ale sistemului. Ca exemplu de astfel de parametri 
pot fi citați densitatea, presiunea şi energia, deoarece valoarea fiecăruia, 
dintre aceşti parametri depind de distribuţia și mișcarea mieroparticulelor 
în interiorul sistemului. Deoarece distribuţia spaţială şi mişcarea mMicro- 
particulelor constituente ale unui sistem termodinamic depind de pozi- 
tiile şi mișcările corpurilor exterioare rezultă că valorile parametrilor interni 
depind atit de mişcarea microparticulelor din sistem, cit și de valorile para- 
metrilor externi. E 3 dia 

De adăugat aici că parametrii macroscopici ce caracterizează un 
sistem termodinamic mai pot fi clasificați în parametri intensivi şi para- 
metri estensivi (sau aditivi). Cei intensivi (cum sînt, de exemplu, presiunea 
şi temperatura) nu depind de masa sau numărul panbioulelor din sisemi pe 
cînd cei extensivi (cum sînt, de exemplu, volumul, energia și în e 
(pentru detalii vezi $ 4.2)) sint proporționali cu masa Și numărul m 
particulelor din sistem. | 
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s UDE gur am menționat mai sus, un sistem termodinamic este 
oao za e ae, număr de parametri macroscopici. Pentru un sistem 
£ linamic dat nu toţi acești parametri sînt independenţi unii de alții 
ei putind ti legaţi prin una sau mai multe relaţii matematice numite 


A E e siare. Astfel în cazul unui gaz există o legătură de forma 
i R i ai Ka pipiiunef P, volumul Va şi temperatura T. Forma ana- 
Sina teb0 Nai or de stare nu poate fi stabilită teoretic prin metoda termo- 
Sni ăi a a “il extrage ecuaţiile de stare din datele experi- 
Sara rail ei PR A ilirea teoretică a formei analitice a ecuațiilor de 
a a AES EE rezolvat în cadrul metodei statistice. Dar rezol-. 

area respectivei sarcini ridică adesea dificultăți matematice considerabile 
şi ea poate fi efectiv făcută relativ uşor doar pentru un număr restrins de 
sisteme termodinamice simple, 

- Totalitatea parametrilor macroscopici, referitori la un sistem termodi- 
namic, independenţi între ei definesc (prin valorile lor) starea termodinamică 
(sau Starea) sistemului considerat. În general, starea unui sistem termodi- 
namic depinde de condițiile exterioare ale lui (condiții manifestate prin 
interacțiunile sistemului respectiv cu mediul său ambiant). Legat de 
această dependență un interes deosebit îl prezintă situațiile în care condi- 
ţiile exterioare sint constante în timp și omogene spaţial (adică au aceleaşi 
valori în toate punctele suprafeței- care delimitează sistemul termodinamic 
considerat). Experienţa arată că în astfel de situaţii un sistem termodi- 
namic trece întotdeauna în mod spontan (de la sine) într-o stare în care 
fiecare parametru macroscopic are aceeaşi valoare în toate părțile siste- 
mului. În plus, o dată atinsă, o astfel de stare se menţine de la sine o durată 
indefinit de lungă dacă nu sint schimbate condiţiile. externe. O stare cu 
proprietăţile menţionate se numește stare de echilibru termodinamic (sau 
stare de echilibru). 

În general, starea macroscopică a unui sistem termodinamic poate 
fi staționară (dacă nu se modifică în timp) sau nestaționară (dacă se modi- 
fică în timp). După cum am Văzut mai sus un caz particular al stărilor sta- 
ţionare îl constituie stările de echilibru. De notat că există şi stări statio- 
nare de neechilibru (care nu mai sint stări de echilibru termodinamic). 
într-o astfel de stare; spre deosebire de cazul stărilor de echilibru, cel puțin 
unul din parametrii macroscopici ce caracterizează sistemul nu mai are 
aceleaşi valori în toate părțile sistemului (un astfel de exemplu îl oferă 
starea unui gaz în care temperatura are diteritesgalori în diferite părți ale 
gazului). Modificarea în timp a stării macroscopice a unul sistem termodi- 
namic se numeşte proces termodinamic (sau simplu proces). Procesul de 
trecere a unui sistem termodinamic dintr-o stare de neechilibru într-o stare 
de echilibru, în cazul cînd condiţiile sale “exterioare sint constante în 
timp și omogene spaţial, se numeşte proces de velazare. Dintre procesele 
termodinamice un interes deosebit îl prezintă acelea care se desfăşoară 
mult mai lent decit procesele de relaxare, astfel încât în orice moment sta- 
ea sistemului să poată fi considerată drept o stare de echilibru. Asemenea 
procese se numesc procese de echilibru (sau evasistatice). Ele pot parcurge 
o succesiune de stări atit în sens direct cit şi în sens PI sete de AR 
se spune că respectivele procese sint reversibile. Desigur că procesele de 
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9 — c, 111 în 


chi A r ai ea te Dg 
TCS teie, Proceso Toii6 TETA a pi eA AAI AR 
| E SG le fac sist e termodinamice să î - 
ral prin stări de neechilibru şi ele sînt de regulă îrosers ile. (si 
dacă parcurg o Succesiune de stări într-un sens nu pot parcurge în 
sens invers respectiva succesiune de stări de, la sine (fără să fie „forțate” 
din exterior)). Stările de echilibru şi procesele de echilibru formează obiec- 
tul de studiu al termodinamicii statistice de echilibru, pe cînd studiul stărilor 
de neechilibru şi a proceselor ireversibile formează, obiectul de studiu al 
termodinamicii statistice de neechilibru (cunoscută şi sub denumirile de 
teoria proceselor ireversibile sau cinetică fizică). 


§ 4.2. CONCEPTELE ȘI PRINCIPIILE TERMODINAMICII P 
STĂRILOR ȘI PROCESELOR DE ECHILIBRU 


| 

După cum am menţionat; în paragratul precedent, proprietăţile 
macroscopice ale sistemelor termodinamice sînt indisolubil legate de miş- 
carea termică a microparticulelor constituente, în interiorul lor. Dacă două 
sisteme termodinamice sînt aduse în contact, atunci microparticulele lor 
constituente vor interacţiona, mijlocind astfel un schimb de energie. (şi 
eventual şi de alte mărimi fizice) între cele două sisteme chiar şi atunci 
cînd microparticulele nu trec dintr-un sistem în altul. Acest schimb de 
energie între microparticule poate genera, între cele două sisteme, un trans- 
fer de energie în cantităţi macroscopice (foarte mari în comparaţie cu 
energia unei microparticule). Se spune despre sistemul care cedează energie 
în acest mod că este mai cald, iar despre cel care primeşte: energie că este 
mai rece. Experienţa arată că transferul amintit de energie continuă pînă, 
cind ansamblul celor două corpuri atinge o stare tinală (bine definită în 
raport cu stările iniţiale și cu proprietăţile sistemelor) în care fiecare 
sistem se află în echilibru termodinamic şi transferul de energie încetează. 
Atunci se spune că cele două corpuri se află în echilibru termic reciproc- 
Tot experiența ne arată că echilibrul termic reciproc al sistemelor termo- 
dinamice este tranzitiv (adică dacă fiind date 3 sisteme termodinamice 
A, B şi O şi dacă A este în echilibru termic reciproc cu B şi B și O sint în 
echilibru termic reciproc, atunci și A şi 0 sînt în echilibru termic reciproc). 

Pentru caracterizarea cantitativă a gradului în care un corp este 
cald se folosește parametrul (mărimea) numit temperatură. Legat de preci- 
zarea proprietăţilor, temperaturii se operează cu noţiunea de termostat- 
Prin termostat se înţelege un corp care conţine un numar de microparti- 
cule constituente mult mai mare decit numărul mieroparticulelor din 
orice sistem termodinamic cu care el vine în contact astfel încit energia 
termostatului să rămînă practic constantă în decursul schimbărilor de 
energie între el și sistemele cu care este în contact. De aceea se admite că 


temperatura termostatului rămîne practic constantă în decursul respecti- 
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velor schimburi siasi oš Ea ; zi 
„Un sistem termodinamic aflat în co 
mai multe stări macroscopice, 
metri ca volum, presiune ete.) 
cu aceeaşi stare de energie totală, 
„a termostatului. Astfel de stări i 
macroscopice ale unui sistem pP 
termodinamic formează o familie 
de stări izoterme. Pentru o stare 
de altă energie totală a termos- 
tatului sistemul termodinamic 
aflat în contact cu termostatul 
va avea în general o altă familie 
de stări izoterme. Experienţa 
arată că diferitele familii de stări 
izoterme ale aceluiaşi sistem ter- 
modinamie sînt disjuncte între 
ele (adică nu există stări ale siste- 
mului care să aparţină la mai 
mult decît o familie). În plus, 
stările din aceeaşi familie for- 
mează o mulțime continuă, tre- 
cerea. între ele putindu-se face 
continuu prin procese izoterme. 
Pentru a ilustra cele afirmate 
mai sus să cităm în calitate de 
sistem termodinamic un gaz 
ideal. Pentru unastfelde sistem —— Adiabaie e G 
familiile de stări izoterme pot fi Fig. 4.2.1 
reprezentate în diagrama p — V ; PSS SA 
prin puncte dispuse în lungul unor curbe continue numite izoterme (fig. 
4.2.1). E operare sad 
Faptul că familiile de stări izoterme sint disjuncte între ele este mate- 
rializat în cazul exemplului citat prin faptul că curbele ce reprezintă (în 
diagrama p — V) izotermele nu se intersectează între ele. 7m 
Proprietatea remarcabilă a familiilor de stări izoterme de a îi Aa 
juncte între ele arată că putem defini o funcţie univocă de stare E an jä 
temperatură, care se distinge prin propr ietatea, că are ACRA A MANTA pen T 
toate stările dintr-o familie de stări izoterme și își modifică va garea DEn 
trecerea de la o familie la alta. În particular, în cazul citat al unui gaz eR 
aceasta înseamnă că ioteran e pot fi ndorala în mod univoc cu va 
rului tempera art zii aa 
ki E E A al veiiperatanii şi din netesitatea unui sistem 
termodinamic pentru definirea ei rezultă următoarea pi 3 că dem 
de temperatură 7 (definită, cu ajavo nat PE ci ape brie tinită ou ajutorul 
este echivalentă cu o scară de temperatură T = Al ki ( SI AN SA jois 
unui alt sistem termodinamic), unde Ju(*) este o fune ; 


lat in contact cu un termostat poate avea, 
diferite între ele (prin valorile unor para- 
» Care toate sint compatibile (corespund) 
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De notat că, după cum rezultă din cele discutat i î 
metodei termodinamice atit proprietatea de pipe A ct 
termodinamic reciproc cit şi proprietatea de existenţă a temperaturii $ : 
funcție univocă de stare au caracter de postulat, ele fiind deduse prin sist i 
matizarea şi generalizarea datelor experimentale şi neexistind o E at 
ţie/ justificare teoretică a lor. De aceea, cele două proprietăţi poartă denu- 
mirea de postulatele termodinamicii. Ansamblul reunit al acestor două 


postulate este cunoscut şi sub denumire incipi 
3 cf a de principiul, rmo- 
Anami À p p zero al termo 


In contextul discutării interacțiunii sistemelor termodinamice între 


ele, prezintă, interes să fie discutat și cazul izolării unui sistem în raport cu 
interacțiunile cu mediul înconjurător. Se numeşte izolare adiabatică a 
unui sistem acea izolare care nu permite sistemului să facă schimb de ener- 
gie cu mediul înconjurător prin intermediul mişcării termice a microparti- 
culelor constituente [sînt admise cel mult schimburi macroscopice de ener- 
gie prin modificarea configurației (formei geometrice) macroscopice a sis- 
temului în cauză sau prin acţiunea unor cîmpuri (electrice, magnetice etc.) 
exterioare ]. Există mai multe stări macroscopice distincte. între ele (prin 
valorile unor parametrii ca presiune, volum ete.) ale aceluiași sistem, 
care sînt compatibile cu o aceeași izolare adiabatică. Mulțimea unor astfel 
de stări formează o familie de stări izoentropice. Dacă suprimăm izolarea 
adiabatică, permitem sistemului să aibă cu mediul înconjurător un schimb 
de energie prin intermediul mișcării termice. Ca urmare a acestui schimb 
sistemul trece într-o nouă stare. Această nouă stare face parte dintr-o altă, 
familie de stări izoentropice (familie care poate fi obținută impunind din nou 
sistemul la o izolare adiabatică). Experienţa arată că cele; două familii 
de stări izoentropice sînt disjuncte între ele (adică nu există stări care să 
aparțină simultan la ambele familii). În plus, stările din aceeași familie 
formează o mulțime continuă, trecerea, între ele putîndu-se face continuu 
prin procese adiăbatice (în decursul cărora sistemul rămîne izolat adiaba- 
tic). Pentru a ilustra, cele atirmate mai sus să cităm din nou în calitate de 
sistem termodinamic un gaz ideal. Pentru un astfel de sistem familiile de 
stări izoentropice sint reprezentate în diagrama p — V prin puncte dispuse 
în lungul unor curbe continue numite adiabate (vezi figura 4.2.1). Faptul că 
familiile de stări izoentropice sînt disjuncte între ele este materializat în 
cazul exemplului citat prin faptul că adiabatele nu se intersectează între ele. 

Proprietatea remarcabilă a familiilor de stări izoentropice de a îi 
disjuncte între ele arată că putem defini o funcție univocă de stare numită 
entropie, care se remarcă prin proprietatea că are aceeași valoare pentru 
toate stările dintr-o familie de stări izoentropice ȘI 1ȘI moditică valoarea 
prin trecerea de Ja o familie de stări izoentropice la alta. În cazi e e aa 
unui gaz ideal rezultă că adiabatele pot fi indexate în mod univoe n pe 
rile cu oz Oz ° ale parametrului entropie. Din cele de mai sus rezultă, 


de asemenea, că dacă pentru caracterizarea, în sensul menţionat, & familiilor 


de stări izoentropice folosim. pentru entropie o scară o, atunci, în mod cu 


totul echivalent, putem folosi și scara o' = falo), unde falo) ete.o 


4 


funcţie monotonă de o. : 
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Ar J 3 > A n y v "33 i 
r a E aia scării de evaluare a temperaturii + și 
spe nitestată prin echivalenţa scărilor 7 și o cu scările 
a Ri Ius Ja(0), unde fı şi fa sint funcţii monotone) poate fi 
ăturată în modul următor : pentru toate sistemele termodinamice 
avem o legătură între. t şi o pe de o parte și p şi V pe de altă parte 
legătură exprimată prin relaţii de forma | f 


= plt, ©), V Va 0) (4.2.1) 


Atunci, între altele, se pune problema să exprimăm legătura, între „aria? 
elementară dp dV din planul p—Y în funcţie de aria elementară d- do 
din planul + — o. Din matematică se ştie că această, legătură se exprimă 


~ prin relaţia i 
dp dV = J: dz: do ” (42.2) 
unde : eas 
dp öp 
a Ain (4.23) 
(7 o) lav av) ` 
93 de 


se numește jacobianul transformărilor (4.2.1). Faptul că transformările 
„ (legăturile) (4.2.1) sînt univode este exprimat de condiţiile 


JTA ji — + 0. i (4.2.4) 


Se poate conveni să se aleagă scările parametrilor z și o astfel ca jacobia- 
nul J să fie egal cu unitatea (J = 1). O asemenea calibrare a scărilor 


lui 7 şi o, notată cu T= T şi o = 8, ne defineşte temperatura absolută (T) 
şi entropia absolută. (S) prin relația 


ey VA 


— =l. 


97, 8) 


(4.2.5) 


De notat că există şi sisteme termodinamice pentru care o asemenea cali- 
brare a scărilor temperaturii Și entropiei nu este posibilă în toate punc- 


tele planului p — fai pă 7 
i A roblema modificării energiei interne a sistemelor 


i să analizăm acum p ări erne a 
$ termodinamice. Prin energie internă a unul. sistem termodinamic înțelegem 
: energia lui totală dacă facem abstracție de energiile cinetică şi potenţială 


în ci i i i privi tot (întrucît respectivele 
E în câmpuri externe) ale sistemului privit ca un (Ù r i 
pat P care facem abstracție} de fapt nu joacă nici un rol în procesele 
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termodinamice). Vom nota cu U energia internă a unui sistem termodi- 


at definită în sensul menţionat mai sus. Energia internă a 
a eia termodinamic include energiile tuturor formelor de mişcare 
ȘI de mteracţiune reciprocă a microparticulelor constituente ale sistemului. 


Deoarece energia internă U este un parametru intern, la echilibru 


paru ea depinde de parametrii externi a, şi de temperatura T, 
adică 


(07 3 UA Gay o oo An ID) (4.2.6) 


La sistemele termodinamice obişnuite, pe care de regulă le întilnim 
în natură, creşterea nelimitată a lui T este însoţită de o creştere de ase- 
menea nelimiţată a lui U. Această dependenţă a lui U de T se datorește 
faptului că în sistemele termodinamice obişnuite fiecare dintre microparti- 
culele constituente pot avea o energie oricit de mare. Există insă sisteme 
termodinamice neobişnuite”, în care mieroparticulele constituente pot 
avea, fiecare dintre ele, o energie limitată superior de o valoare maximă 
finită. La astfel de sisteme odată cu creşterea nelimitată a lui T energia 
internă U tinde către o anumită valoare limită finită. 

Un sistem termodinamic interacţionind cu corpurile din mediul 
înconjurător realizează cu acestea un schimb de energie în. urma căruia, 
energia internă U a sistemului suferă o variaţie. Variația lui U se poate 
produce în următoarele două moduri : 

— prin modificarea parametrilor externi ai sistemului, dacă sistemul 
este izolat adiabatic (şi deci nu poate schimba energie cu mediul prin 
intermediul mişcării termice) ; ; 

— prin intermediul mişcării termice şi fără modificarea parametrilor 
externi (cînd aceştia din urmă sînt menţinuţi constanți). 

Primul tip de variaţie a lui Use numeşte” lucru mecanic, iar al doilea 
schimb de căldură. În conformitate cu cele spuse mai sus, dacă energia 
internă U a unui sistem termodinamic suferă o variaţie infinitezimală dU 
(ea urmare a unei modificări infinitezimale a stării macroscopice a siste- 
mului) respectiva variaţie poate fi scrisă în general sub forma 


dU £ 37: + SQ (4.2.7) 


Aici 327 este lucrul mecanic elementar efectuat asupra sistemului de cor- 
purile înconjurătoare, iar òQ este cantitatea de căldură elementară primită 
(39 >0) sau cedată (359. < 0) de sistem în decursul procesului reprezentat 
de modificarea infinitezimală a stării. De notat „că deoarece U ete o 
funcție de stare (vezi și (4.2.6))d U este o diferențială totală exactă. Aceasta 
înseamnă că dU depinde numai de stările (inițială şi finală) între care se 


i To i n ~ 
face modificarea stării sistemului şi nu depinde de „traseul urmat de 
respectiva modificare (adică nu depinde de succesiunea de stări prin care 
trece sistemul între starea iniţială și cea finală). 


Mărimile 3! şi ðQ nu sint 
diferențiale totale exacte intrucit atît lucrul SA cît şi cantitatea de căldură 
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ò P S Sy A! n 39 A L Sr yè E + n 
kara e umat de sistem, adică depind de succesiunea de 
l > trece sistemul între starea inițială și cea finală, 
; Afirmațiile menționate mai sus referitoare la variația energiei interne 
— inclusiv exprimarea lor cantitativă sub forma relației (4.2 7) 4 st t 
cunoscute sub denumirea de primul principiu al termodinamicii. MAk 
ps Conceptul de lucru mecanic este preluat în termodinamică, din meca- 
nică (vezi § 1.2). În sensul mecanicii, o forță elementară dF care, acţ mind 
asupra unui corp, îşi deplasează punctul de aplicaţie cu dr efectuează 
asupra corpului respectiv un lucru elementar 37 dat de relaţia Pa 


òs = dF dr. © (4.2.8) 


În cazul unui fluid ideal dacă forţa dF acţionează asupra elementului de 
arie dA ea poate fi scrisă sub forma (vezi $ 2.3) 


AF EpdA  ! (4.2.9) 


unde p este presiunea, în fluid şi dA = nd4, n fiind normală la suprafața 
pe care acţionează dF. Avind în vedere că, 


AA: dr = 4V (4.2.10) 


unde dV reprezintă variația volumului fluidului din (4.2.8) și (4.2.9) rezultă 
că în cazul unui fluid lucrul elementar zA se scrie sub forma 


53 = —pdYV. (4.2.11) 


Această relaţie este aplicabilă în particular şi gazelor ideale. Se vede deci 
că în cazul menţionat lucrul mecanic 337 este legat de schimbarea unui 
singur parametru extern al sistemului şi anume a volumului. În general 
la variaţia, infinit mică da'a parametrului extern a lucrul mecanie elemen- 
tar 527 efectuat asupra sistemului se serie sub forma 


Ss = Ada (4.2.12) 


unde 4& reprezintă forța generalizată conjugată cu parametrul extern d. 
Ca exemple ale relaţiei (4.2.12) (în afară de exemplul oferit de (4.2.11)) 
mai pot fi citate următoarele : lucrul mecanic al forțelor de tensiune super- 
ficială cînd a reprezintă A — aria suprafeței lichidului şi A reprezintă c — 
coeficientul de tensiune superficială ; lucrul mecanic de deformare elastică 
cînd a reprezintă. l — lungimea unei bare elastice şi & reprezintă F 
forta de deformare elastică ; lucrul de polarizare al unui dielectric 
cînd a reprezintă D — inducția electrică și & reprezintă E — intensitatea 
cîmpului electric ; lucrul de magnetizare al unei substanțe magnetice cind a 
reprezintă, B — inducția magnetică și a reprezintă H — intensitatea 


cimpului magnetic). 
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Cantitate: ăldură e ară d, 
e a ie palat elementa 'ă òQ este legată de schimbul de ener- 
e i i a d inconjurătoare prin intermediul mișcării ter- 
ou T imb de energie este posibil numai dacă sistemul nu 
Dan FASAN S PI deci el este însoțit de o modificare a stării siste- 
PT T 5 de D pie Soani ue intinitezimală, şi se face printr-un proces 
A macar A E Ae că òQ este proporţional cu modificarea dS 
der ($ a Lu Chiar, în etalonarea dată de (4.2.5) pentru tempera- 
ă şi en ropie, relaţia respectivă de proporționalitate se scrie 


A 
SQ = TAS. (4.2.13) 


m PSR W PETIERE p. . ; A 
Existenţa entropiei S ca funcție de stare împreună cu relaţia (4.2.13) 
exprimă conţinutul principiului al doilea al ter j icii í oc 

i « i) ermodinamicii pentru $ 
cvasistatice. : a 
a Introducind (4.2.11) şi (4.2.13) în (4.2.7) se vede uşor că pentru un 
fluid ideal, al cărui unic parametru extern este volumul variația elemen- 
tară dU a energiei sale interne este dată de relația ; 


dU = TaS — pav. (4.2.14) 


„Din (4.2.13) se vede că pentru un proces cvasistatie infinitezimal 
modificarea dS a entropiei se poate scrie sub forma 


gg SE aa, (4.2.15) 
T 


Deoarece S este o funcție de stare, dS este o diferențială totală 
exactă. Atunci (4.2.15) arată că, în cazul proceselor cyasistatice, inversul 
temperaturii este un factor integrant pentru cantitatea elementară de 
căldură òQ. F 

De notat că dacă starea sistemului se schimbă prin procese nesta- 
tice atunci cantitatea de căldură elementară Qnes primită de sistem 
nu mai este proporțională cu modificarea infinitezimală dS a entropiei. 
în astfel de situaţii are loc relația ; 


ds > ra ă (4.2.16) 


oces nestatie adiabatic 


Această relaţie arată că dacă sistemul suferă un proces ne ad 
pia sistemului creşte 


(adică Quest = 0) într-un astfel de proces entro 
deoarece 


as >0. | (4.2.17) 


Acest fapt reprezintă legea creșterii entropiei şi exprimă cel de al doilea 


principiu al termodinamicii, peniru procese nestatice. 
` 
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Pinînd cont de (4.2.16) se već yo 

? ont de (4.2.16) se vede uşor că în cazul proceselor nestati 

A : pt pre x sus d vaz nestatice 
în locul relaţiei (4.2.14) avem relaţia 


dU < Tåg — pdy. (4.2.18) 


Din (4.2.17) se poate trage o concluzie importantă privitoare la sensul în 
eare are loc transferul de căldură între două corpuri cu temperaturi dife- 
rite, aduse în contact termic. Fie două corpuri cu temperaturile 7, ṣi T, 

aduse în contact termic şi ansamblul lor izolat adiabatic de exterior și 30 
cantitatea de căldură cedată de corpul 7 corpului 2. Schimbul de căldură 
duce la stabilirea echilibrului și pentru ansamblul celor două sisteme 
este un proces ireversibil, pentru fiecare sistem în parte putind fi un proces 
reversibil. Atunci din (4.2.17) și (4.2.15) se poate scrie j 


AS = A8, + d5 2O o ae (a sl: 
T, Ty T, T, 


) > 0. (4.2.19) 


Această relație arată că dacă 39 >0 trebuie să avem T, > T, ceea ce 
înseamnă că spontan (în mod natural). căldura trece de la corpul cu 
temperatură mai mare la corpul-cu temperatură mai mică. 

În încheierea, acestui paragraf să menţionăm și care este comportarea 
entropiei S cînd temperatura T tinde spre zero. Din (4.2.15) se observă 
că se. pot serie relaţiile 


, Ta zi TRO 
AS.= S— Ss N %, Sr =È + So, 3, o(4.2.20) 


0 


Generalizind datele obținute din experiență Nernst a stabilit că are loe 
relația ; s 


im AS- Am SA 902 O (4.2.21) 
T>0 T0 
Această relaţie arată că pentru T™— 0 entropia încetează să mai fie o 
funcție de stare (deoarece ea nu se mai modifică, prin trecerea de la o 
stare 1 la o stare 2). Planck, plecînd de la faptul că, în viziunea clasică, 


la T — 0 mişcarea termică încetează, a. suplimentat relaţia (4.2.20) cu 


condiția | 
Se = lim fa AU | (4.2.22) 


, T=0 


ES relațiilor (4.2.21) și (4.2.22) exprimă cel de al treilea principiu 


al termodinamicii. 
+ 
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$ 43. ECUAȚII DE STARE, FUNCȚII TERMODINAMICE 
ȘI COEPICIENȚI TERMODINAMICI E 


s 


La echilibru starea macroscopică a unui sistem termodinamic este 
complet definită de parametrii externi ai sistemului şi de temperatură 
Dar aceasta înseamnă că la echilibru parametrii interni {b,}ž-; ai unui 
sistem termodinamic sînt funcpii de parametrii săi externi Yayi i de 
temperatura T, adică ; sg 


bu = bee ay ocg y IHE (4.3.1) 


Dacă parametrul intern este energia internă U(b, = U), atunci (4.3.1) 
se particularizează în relaţia 


U= Ula dia eo aaa e) (4.3.2) 


numită şi ecuaţia energiei sau ecuația calorică de stare. Dacă parametrul 
intern b, este forţa generalizată (b, = 4,) conjugată cu parametrul 
extern a, (vezi comentariile în legătură cu (4.2.12)), atunci relaţiile (4.3.1) 
se transcriu în relaţiile - 


d, = E(as, aa. ---5 0 1) (4.3.4) 


numite şi relații termice de stare. 
Numărul ecuaţiilor (4.3.2)—(4.3.4) este determinat de numărul de 


grade de libertate macroscopice independente ale sistemului. După cum 
reiese din principiul al doilea al termodinamicii exprimat prin relația (4.2.14) 
(sau mai general prin relaţiile (4.2.7), (4.2.12) şi (4.2.13)), ecuaţiile (4.3.2)— 
(4.3.4) nu sînt independente între ele, ci sint legate prin ecuații diferen- 
tiale cu derivate parţiale (unele dintre aceste ecuaţii diferenţiale vor fi 
discutate mai jos). i 

Modalităţile de variaţie a parametrilor externi 4, sau a forțelor gene- 
ralizate d, atunci cînd variază temperatura definesc proprietățile termice 
ale unui sistem termodinamic. Felul cum se modifică energia internă U 
a unui sistem termodinamic atunci cînd: se modifică temperatura sau 
parametrii externi determină proprietățile calorice ale sistemului respectiv. 
Pentru caracterizarea cantitativă a proprietăţilor calorice ale unui sistem 
se folosese capacităţile calorice şi căldurile latente. 

Capacitatea calorică C se defineşte prin raportul între cantitatea de 


căldură Q primită de sistem şi variaţia de temperatură dT cauzată de 
căldura respectivă, adică prin relația . 


gt sate i ca 
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pe cp ca PA de traseul” (succesiunea de stări) procesului urmat 
te Fat uită că și O depinde de „traseul? procesului respectiv. D 
aceea se vorbeste de mai să AR aA i „Procei sp „ De 

eşte de mai multe tipuri de capacități calorice, de exemplu, 


de capacităţi calorice la volu peri : f 
Sai 3 100 14) ım constant (0,) si "of + x 
definite prin relaţia (0,) și la presiune constantă (0,), 


RES OD __/_80 
(3 ), Oy (4.3.6) 


Căldura latentă la asociată parametrului extern a se defineşte ca 
raportul între căldura òQ primită de sistem şi variația da a parametrului 
extern cauzată de căldura respectivă, dacă temperatura sistemului este 
menţinută constantă. Din (4.2.7), (4.2.12) şi (4.3.2) se poate serie 


du, du, 
òQ = dU — òx = ( : dT + A da ~ ada. (4.3.7) 
ad ða Jr . 


4 


De aici rezultă pentru căldura latentă expresia 


èQ 3U 
l = = =z — — &. zi 
a ( da ), ( Ja i | | (4.3.8) 


în continuare ne vom referi la un sistem termodinamic simplu 
caracterizat printr-un singur parametru extern şi anume prin volumul Va 


Atunci a = V şi 4 = — p și ecuaţia calorică (4.3.2) devine 
EU Pl) (4.3.9) 
iar ecuaţia termică (4.3.4) capătă forma 
p= pV, T) (4.3.10) 


Forma analitică a ecuațiilor (4.3-9) şi (4.3.10) (şi mai general a ecuațiilor 
(4.3.2) şi (4.3.4)) nu poate fi stabilită pe cale teoretică în limitele termo- 
dinamicii. Acest lucru este posibil numai în cadrul fizicii statistice (vezi 
capitolul următor). În cadrul termodinamicii ecuaţiile (4.3.9) şi (4.3.10) 
(şi generalizările lor (4.3.2) şi (4.3.4) se stabilese pe baza generalizării 
datelor experimentale şi pe baza legăturii între ecuaţia termică (4.3.10) 
şi cea calorică (4.3.9). Astfel, pentru un sistem. simplu entropia S fiind 
de asemenea o funcţie de stare se poate serie 


„8 = 87,1) (4.311) 
Dir (4.3.9) şi (4.3.11) se poate serie ` 
a 98 ann 
ĉU SPRE LA Va (hr. 4.3.12) 
av= (op | azi (55) ga (a si ôV ( 
| 189 


Introducînd aceste expresii în (4.2.14) se obţine 


A? + lee Nay oU Pal ðU ; 
(52 ), 9 3) i TOT Jy TR m E ro. (4.3.13) 


Această relaţi soar i î iabile i 
astă relație, deoarece T şi V sint variabile independente, implică 


relaţiile. 
(27) y H2) aha e a eoU, 
JEN pa NOUE y Eo za aa d) (4.3.14) 


-Introducind aceste expresii în relația 


3 E [i dă. Masa a 
aV e (4.3.15) 


ô p ô U 
T — == = 0—— JE 
(a ), ( J ) 5 ERO 


Pentru un gaz ideal, din experiență se stabileşte că ecuația termică (4.3.10) 
are expresia | 
a nRT 
SENT = 4.3.17 
p 3 ( ) 


se obţine relaţia 


A 


unde n este numărul de moli şi R este constanta molară a gazelor. Intro- 
ducînd (4.3.17) în (4.3.16) se obţine că pentru un gaz ideal este satis- 


tăcută relaţia 
a 2210 ; (4.3.18) 
V-a 


cunoscută sub denumirea de legea lui Joule. Cu această relaţie introdusă 
în (4.3.12) şi ţinînd cont de (4.2.13), (4.2.14) şi (4.3.6) obţinem că pentru 
un gaziideal avem 


agi o at= 0al. ii © (4319) 
E: oT Jr 


Experienţa arată, de asemenea, că în condiţii obişnuite la gazele ideale 
0, = const. Atunci din (4.3.19) obţinem următoarea ecuaţie calorică 


de stare 


y= ti aT T = 0, + Vo (43.20) 
To ` 
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Ecuațiile termice de stare, ecuația calorică precum şi proprietăţile 
termice şi calorice ale sistemelor termodinamice pot fi obținute şi cu aju- 
torul așa-numitor funcții (sau potențiale) termodinamice. Pentru a expli- 
cita această afirmaţie să ne referim tot la un sistem termodinamic simplu. 
Pentru un astfel de sistem avem cinci parametrii macroscopici de stare : 
T, S, U, p şi V. Ecuația (4.2.14), numită și ecuaţia fundamentală a 
termodinamicii, stabileşte o legătură între cele cinci funcții. Pe de altă 
parte, starea macroscopică a unui sistem termodinamic este definită com- 
plet doar prin două funcții independente. Dacă cele două funcții iade- 
pendente se aleg a fi T şi V, atunci, după cum am văzut mai sus, pro- 
prietăţile sistemului sînt complet definite de relațiile (4.2.14), (4.3.9) 
şi (4.3.10). 

În acest caz din (4.2.14) se poate scrie relația 

dE = — Sa T — păV (4.3.21) 
unde mărimea 


F=U-— TS (4.3.24) 


se numeşte energie liberă. Ținînd cont de faptul că F = F(T, V) şi de 
(4.3.21) se poate serie 


ôF {oF ri: 
= [OA gi 0 Ay 2 RU I E pay (43.23) 
a ( a a aV | șa 


- (22), o=- E); ps 
aT Jv VIT 


“Pinînd cont de (4.3.24) şi (4.3.26) se găseşte pentru căldura specifică la . 


de unde rezultă 


> 


volum constant. 0, următoarele expresii 


T) — (2 28) =- (22) esan 
see [i Do ypa +s+ r| 
o (om), sai 27 Jy o), 


Relaţiile (4.3.26) şi (4.3.21) arată că dacă pentru un sistem se cunoaşte 


F = F(T, V) atunci se pot calcula mărimile S, p şi 0, pentru sistemul 3 


rA AN ‘abile independente S și V şi se ia U = U(S, V) 
ă ca variabile independen şi V. 3 
kn (42.14), prin citeva calcule simple, se obțin relațiile 


y i ay S 
ôU EE (r) si Dle i] r) ] < (4.3.28) 
m [a P aV Join 982 jv ; 


Aceste relații arată că din funcția U = U(S, V) se pot calcula mărimile 
T, p şi Oy, care caracterizează sistemul. i 
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Detinind entalpia H = H(S, p) prin relaţia 


H=U +p% (4.3.29 
din (4.2.14) se obține 


dH = TaS + Vdp. (4.3.30) 


De aici, prin cìteva calcule simple, rezultă 


ôH 3H 2H) 7- 
r=) r=(25); Pips (22) 
a) (e). = 2] (23 (4.3.31) 


Aceste relaţii arată că din funcţia H = H(S t ări- 
Ea t (S, p) se pot calcula mări 
Dacă se defineşte potențialul Gibbs G = G(T, p) prin relația 


- G=H-— T8 (4.3.32) 
din (4.3.30) rezultă : 


dG = —SaT + Vdp. (4.3.33) 


Prin citeva calcule simple de aici se obține 


oG ; 0? 
-o r= (e e = aaa (4.3.34) 
OT. lp Op T 212 > 


Aceste relaţii arată că din funcţia G = G(T, p) pot fi calculate mări- 
mile 5 V şi Cp: 

În concluzie, se poate spune deci că dacă se cunosc una din funcțiile = 
energie internă (U), energie liberă (F), entalpie (H) sau potenţial Gibbs (6) 
se pot calcula — via relaţiile (4:3.21)— (4.3.34) — mărimi termodinamice 
care caracterizează starea sistemului. În această posibilitate rezidă utili- 
tatea funcţiilor respective pentru studiul sistemelor termodinamice. 

În termodinamică în afară de capacităţile calorice 0, şi Cy şi de căl- 
durile latente lą se mai folosesc şi alți coeficienți termodinamici definiti 


prin relații de forma 
: Esi (4.3.35) 
Z . 


unde X, Y și Z semnifică una din mărimile p, V, T, S. Astfel de coefi- 


cienţi sint : R , ; ; f 
— coeficienții de dilatare (izobar respectiv adiabatic) 


EONS = ei (4.3.36) 
i ra), Mă ara bă 
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— coeficienții de compresibilitate (izoterm respectiv adiabatic) 


n N Ac A 1 
pu pda AE ' Mg = ci ) ; (4.3.37) 
op 1 4 Op 5 


— coeficienţii termici ai presiunii (izocor respectiv adiabatic) 
îl [0 1/ 0] 
pisi însa i Aa = p ) (4.3.38) 
V 5 


De notat că deoarece între mărimile p. V, T, S şi funcțiile termodinamice 
U, F, H şi G menţionate mai sus există întotdeauna anumite relaţii de 
legătură (vezi mai sus) coeficienţii termodinamici (4.3.36)—(4.3.38) şi 
capacităţile calorice 0, şi Cy nu sint independente între ele. Se poate 
demonstra (lăsăm calculele în seama cititorului interesat) că, pentru 
orice sistem termodinamic, între coeficienții menţionaţi există următoarele 
relaţii de legătură 


TVan 2 
KE i So Aa E )iieaae Pta  eBu sai) 
Oy xT (xm — sp “p = AS 

Aceste relații pot fi utile în practică pentru calculul unor coeficienți în 
` funcţie de valorile altora. j 


$ 4.4, TERMODINAMICA SISTEMELOR CU CANTITATE 
VARIABILĂ DE SUBSTANȚĂ 


În paragrafele precedente ne-am referit la sisteme termodinamicè 
a căror cantitate de substanță rămînea constantă în decursul proceselor 
analizate. Prezintă, însă, interes şi cazul sistemelor termodinamice a căror 
cantitate de substanţă variază în decursul proceselor là care ele participă. 


reacţii chimice (în acest caz cantitatea de substanță de o anumită specie 
este variabilă) sau sistemele în care se produc tranziții de fază (cum ar îi 
vaporizarea, condensarea, sublimarea sau trecerea dintr-o formă de 
cristalizare în alta — cînd se modifică cantitatea de substanţă a uneia 
pe, i sist antitate variabilă 
Evident că energia internă U a unui sistem cu canti A 
de substanţă depinde nu numai de volumul Aa şi entropia S (în sensul 
discutat în paragraful precedent), ci şi de cantitatea de substanţă, pe cate 
o putem caracteriza de exemplu prin numărul de moli n sau prin număru 
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de particule N (ne referim aici, deocami 
singură specie (tip) de substanţă), 
intinitezimală dm a cantităţii de subst 
zimală d Utan; a energiei interne. Cauza 


siv variaţia dn şi ambele aceste variatii i: a 
ca n Și a e aceste variaţii fiind infinitezimale i 
să fie proporţionale, adică [! l nitezimale trebuie ca, ele 


dUinn. = udn. (4.4.1) 


Dacă Sistemul, pe lingă variația dn a cantităţii de substanţă, mai suferă, 
ŞI O variaţie dV a volumului și o variaţie d$ a entropiei, atunci, ținind cont 
de cele discutate în paragrafele precedente, se. vede uşor că variaţia dU 
a energiei interne se scuie sub forma 


“dU = TAS — paV + udn (44.2) 


unde de data aceasta U = U(S, V, 'n). Mărimea u definită de relaţiile 
(4.4.1) şi (4.4.2) se numește potenţial chimie. Din (4.4.2) se vede că u se 
poate defini ca derivata parțială a energiei interne în raport cu numărul 
de moli n cînd S şi V sint constante, adică . 


a pe Ag e 
3 Pa ( On J E) 


Cele discutate mai sus relevă faptul că energia internă a unui sistem 
termodinamic depinde de cantitatea de substanță din sistem. În general, 
însă, nu numai energia internă ci și alte mărimi ce caracterizează starea 
unui sistem termodinamic pot să depindă de cantitatea de substanță 
(adică de numărul de moli n). În raport -cu această dependență mărimile 
termodinamice se împart în extensive (sau aditive) şi intensive. Din clasa 
mărimilor extensive fac parte acele mărimi cum sînt volumul V al substan- 
ței şi energia internă U a ei pentru care avem 


Ven 0 MU (4.4.4) 


unde V şi U sînt volumul respectiv energia internă a unui mol de substanţă. 
Deci mărimile extensive crese proporţional cu n odată cu modificarea 
cantității de substanță. Mărimile intensive (cum sînt de exemplu tempera- 
tura T şi presiunea p) nu se modifică la schimbarea cantității de substanţă. 
Datorită relaţiei dS = èQ/T şi faptului că 30 fiind energie este extensivă, 
rezultă că și entropia 5 este o mărime extensivă. Aceasta arată că entropia 
unui sistem aflat în echilibru este egală cu suma entropiilor părților com- 


ponente ale sistemului și deci se poate scrie 


S= mă (4.4.5) 


s Li 


unde 4 reprezintă entropia unui mol de substanţă. 
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ie soren mn citeva observații legate de relația (4.4.2). Avind în 
să re Torii T (S, V, n), rezultă că pentru ca membrul drept din (4.4.2) 
A hito e o diferențial totală exactă trebuie să fie îndeplinite con- 


ôT 

H-8) 8,- -e 
Sn S Jv, ôn Js,v 28 Jv,n în sv ôV jsm 
(4.4.6) 


Din expresia (4.3.2) a variației energiei interne U se pot obține variațiile 
energiei libere F, a entalpiei H și a potențialului Gibbs G, pentru un sistem 
termodinamic cu cantitate variabilă de substanță. Variaţiile respective 
se exprimă prin relaţiile 


AF = d(U — 78) = —S97 — pdV + pdn 
> dH = d(U + pV) = TaS + Vdp + udn (4.4.7) 
dG = ă(U — TS +pV) = —SA7 + Vdp + ydr. 


Din relațiile (4.4.2) şi (4.4.7) se vede că potenţialul chimic u poate fi dat 
prin una din următoarele expresii 


= (3) = (5) ei (2) : (4.4.8) 
ôn Jsw, ÔN |TV ôn } sp în Tp 


` Din relațiile (4.4.2) şi (4.4.7) se vede că mărimile termodinamice U, F, H 
şi G sînt funcții de variabilele S, V, n, T, p şi se pot scrie în funcţie de 


= 


mărimile molare corespunzătoare U, F, H şi Œ după cum urmează 


U=VS, V, n) = nd) = nls, V) 
N zid 


FP F\IT, V, n) = 7, 2)= nur, 7) (4.4.9) 
n [i 


G = G(T, p, n) =nG(T, p). 
Din (4.4.8) şi (4.4.9) se vede că potenţialul chimic y poate fi scris 
sub forma ; j 


| aa r 
pa inp = Eon = ÂT, p) (4.3.10) 
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Această relaţie arată că potenţialul chimie 
dinamic Gibbs referitor 

De notat c 
specii dẹ substanță caracterizate 
atunci în relațiile (4.4.1), (4.4.2) şi (4.4.7) 


să sei: er ji i î ificați 
se la un termen de forma 2 ui dn, în care u, are semnificația de poten- 


) este toemai potențialul termo- 
1 itor la un mol de substanță. 

ă dacă într-un sistem termodinamic sint prezente mai multe 
prin numerele de moli n,(i = 1, 2, CPE) 
în loc de termenul udn trebuie 


. . . X 

tial chimic al substanței de specia „i”: De adăugat că între diferitele 
specii de substanțe pot să decurgă schimburi de substanță (prin reacții 
chimice sau prin transformări de fază) care duc la trecerea substanței 
de la o specie la alta. 


Le Observaţie. Adesea în tratatele de termodinamică referitor la sistemele cu cantitate varia- 
bilă de substanță se operează cu numărul de molecule N și nu cu numărul de moli n. Într-o astfel 
de abordare relaţiile (4.4.1)—(4.4.10) se transeriu cu N în loc de n deosebirea fiind marcată 
de faptul că potenţialul chimic are atunci semnificația de potenţial Gibbs raportat la o moleculă 
(nu la un mol de substanță cum s-a discutat mai sus). d 


$ 4.5. TERMODINAMICA CORPURILOR ELASTICE f 


Este ştiut că solidele reale supuse acțiunii unor forțe mecanice suferă 
deformări. Dacă deformările respective dispar cînd acţiunea forței înce- 
tează se spune că corpul este elastice (respectiv că deformările au fost 
elastice). Deoarece însă corpurile elastice sînt alcătuite şi ele din micropar- 
ticule (atomi, molecule) este evident că şi în astfel. de corpuri este pre- 
zentă o mişcare termică. Dacă respectiva mișcare termică afectează esen- 
tial proprietăţile macroscopice ale corpurilor elastice acestea se comportă, 
ca şi sisteme termodinamice. În acest paragraf vom prezenta unele con- 
sideraţiii referitoare la astfel de sisteme. | 

Pentru simplitate ne vom referi la o bară elastică de lungime [ care 
manifestă, şi proprietăţi termodinamice. Lucrul elementar SL east pentru 
a alungi bara cu dl este de forma 


/ 


AL stasi = Fdl (4.5.1) 


unde Z reprezintă forța care provoacă alungirea. Atunci pentru bara 
elastică care este caracterizată prin parametrii externi volum (V), lungime 
(1) şi temperatură (T) variația energiei interne este dată de relația 

dU = TAS — på V + Fadl. (4.5.2) 


Din această relație rezultă imediat următoarele relații 


a(U + pV — FI) = TAS + Vdp — dF . (4.5.3) 
VU — 28) = E O — pAV + Fdl (4.5.4) 
d(U — 78 +97 —7l)> —Sa7 + Vdp — AF. (4.5.5) 
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Se vede uşor că pentru ca termenii di i 
j uşor că p ca termenii din dreapta ai relaţiilor (4.5.2) — 
(4.5.5) să reprezinte diferenţiale totale exacte trebuie să i oa 


următoarele relaţii 


aT ) e ( IF. ) aT âl 
a = 3 = — | —— 
ôl jsw ôS Jv ( 07 [a ( 28 W 


4.5. 
Ea Ea] E ôl aen 
ôl Jr ôT Jiv F n a 
Aceste relații pot fi transcrise în forma 
Hee e 
27 /sv OF vi N A F j 
(4.5.7) 


e E a e N 

= —— 9 — == — . 
28 Jr NOF Juv oT) pF i! F L 

Aceste ultime relații dau coeficienții de variație ai lungimii (1) în 

raport cu variațiile temperaturii (T) sau ale entropiei (S) în diferite 
condiții. s 
În multe situații de interes practic volumul parei nu variază în 
decursul deformării elastice astfel că se poate lua dV = 0 şi relația 
(4.5.2) devine ; 


dU =. T48 + Fdl. (4.5.8) 


Adesea în practică, pentru caracterizarea deformării elastice a unei bare 
se foloseşte mărimea 


. aa lo ; (4.5.9) 


numită alungire relativă, unde 1, este lungimea barei în absența forţei 
de întindere Z şi 1 este lungimea barei cînd asupra ei acţionează F. În 
aceste condiţii, dacă alungirea relativă =s nu este prea mare, experienţa 
arată că forța F este dată de legea, lui Hooke 


F = ABe (4.5.10) 


unde A este aria secţiunii transversale a barei şi E este modulul de elasti- 
citate (modulul Young). De notat că mărimea Æ este o constantă de 
material și că în termodinamică valoarea ei trebuie luată din experienţă 
(Cu titlu de exemplu menționăm că pentru metale E ~ 10 N/m:, pentru 
granit D œ 5: 1010N /m? pentru beton E a 2-105N/m* şi pentru cauciuc 
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Ex8 N|m?). Modulul de elasticitate E în 
şi anume el scad 


tatea materialelor de interes practic Æ nu se 
în intervalul de temperatură de la —50*0 


respective sint mai mici de 2%). De aceea, pentru calcule se poate lua 
dependenţa lui E de T în aproximaţia liniară sub forma 


le general depinde de temperatură 
e o dată cu creșterea temperaturii. Totuşi, pentru majori- 


modifică decit foarte puțin 
pină la +500 (modificările 


dE 


unde E, este valoarea lui Ela T = T, = 2713 K 00 siS este o mă- 


rime negativă aproximativ constantă. 


n cazul în care p = const. şi V = const. ecuaţia de stare a bare- 
elastice este de forma 


L=UT, F) (4.5.12) 


lungimea ei depinzînd de temperatura T şi de forța de alungire F. Dezvol- 
tînd în serie după F în aproximația de ordinul întîi obţinem 


| al 

1 =+ a] F. (4.5.13) 
CIF Je ; 

Din (4.5.9), (4.5.10) şi (4.5.13) rezultă atunci că modulul de elasticitate E 

este definit de relaţia 


“1 
| 


S 2) E (4.5.14) 
me ţi IF ] E 


. 


Se vede uşor atunci că din relația (4.5.13) se poate scrie 


a to se Di) ti) 
ua aia) sau fi z|- 


0 
Mai adăugăm că mărimea 


= al) i (4.5.16) 
cch COL o 


" poartă denumirea de coeficient de dilatare liniară al barei. 


Să analizăm acum influența deformațiilor elastice asupra proprietă- 


ilor termice ale barei. Evident că dacă ne referim la deformarea în condiţii 


de temperatură și presiune constante entropia barei în stare deformată, 
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m g 
SIT, F) = SIT, F = 0) +È E aF (4.5.17) 
T,p ` 


07 
unde S(T, F = 0) este entropia barei în stare nedeformată, e l) şi la 
temperatura T. Avind în vedere ultima din relaţiile (4.5.6) relaţia (4 5.17) 
se transcrie si 
S(T, F) = ST, F =0) +h (2 
RIN MR a i + — į dF, (4.5.18) 
(0) ĝ IN F,p 


Din relaţiile (4.5.15) şi (4.5.11) se poate serie 


pe | a (a Ad aa (2) e ri s 


ee ae a (4.5.19) 


De notat că modulul de elasticitate E și lungimea nedeformată lọ nu depind 
de F. În consecinţă, nu depind de F nici mărimile (0/27), şi dEjadT. 
Atunci, introduċînd (4.5.19) în (4.5.18), efectuînd integrarea după F şi 
utilizînd relația (4.5.16), se obține pentru entropia barei deformate. 
următoarea expresie x s or 


SCT, F) = S(T, F = 0) =| 


F T TEGV 2 
Lon X 


SI S a alui e CEN, 
top HaT T] ol } 


unde V, = lA este volumul barei. Această relaţie” dă dependența entropiei 
de forța de deformare ZF. Din această relaţie se poate stabili şi expresia 
entropiei în funcție de lungimea l, dacă se face uz de a doua dintre 
relaţiile (4.5.15). 

Dacă deformarea se face izoterm şi la volum constant, energia internă 
a barei în stare deformată este dată de relaţia ` ; 


pa faU é 
sa Ea Pa (45.21) 
UL, D= UT, to) + i z i 
Din (4.5.8) şi (4.5.6) se obține 
i OUN 274 i Sfm Biog) (45.22) 
( dl Jrv A ôl rw aT Jiv 


' Introducînd aici F din (4.5 
se transcrie în forma 


15) şi ţinînd cont de (4.5.16), această relaţie 


x acte == A — 2 mnan sk BI i 
( ôl Na (2 A dT ) ly 1) a a ali r|: (4.5.23) 


0 


Cu această expresie din (4.5.21) se obţine 


ps | 
ULT, 9 = UT, 1) + (2 — 727) + Pa + 0) Vo: 
0 


(4.5.24) 


Această relație dă energia internă a barei elastice în stare deformată în. 
funcție de lungimea Z. Energia internă U se poate exprima desigur și în 
funcţie de forţa de deformare F dacă în (4.5.24) l este înlocuit cu expresia, 
sa dată de (4.5.15). Avind expresia entropiei S a barei deformate se pot 
calcula desigur și capacitățile calorice 


PON OS 
csp = T| — , enp = T — |] ° 4.5.25 
pi ( DI i K ( Ñ a 


Să calculăm cantitatea de căldură schimbată de bară cu mediul înconjură- 
tor într-un proces de deformare izotermă. Respectiva cantitate de căldură 
se scrie / 


pe Ç 3Q = i Tas = NS S) (4.5.26) 
1 1 BEA 


unde 1 și 2 reprezintă starea nedeformată respectiv deformată a barei. 
Din (4.5.20), dacă ne limităm la, aproximaţia de ordinul întîi a entropiei 
în funcţie de F, avem 


DA Z: - 
B= S(7, 7) = 90, F =0) + Vo = S, + Vo (45.20) 


Atunci din (4.5.26) se obţine 


F 
Qiz = t Vo A (4.5.27) 


Cantitatea de căldură schimbată de bară cu mediul înconjurător în cursul 
deformării izoterme, raportată la unitatea de masă va fì 


(Oa _ io Pati Pi (4.5.28) 
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unde p este densitatea barei. Cu titlu de exemplu cităm că pentru oţel 
la o tensiune de detormare (F|A) a 2:100N/m2, quo % 84 J/kg. 

În stirşit, legat de proprietăţile termodinamice ale barelor elastice 
vrem să menţionăm efectul elastotermic. Acest efect constă în modificarea 
temperaturii barei într-un proces de deformare adiabatică (fără schimb 
de căldură în mediul înconjurător). Evident că o asemenea modificare a 
temperaturii este descrisă de relaţia 


aT o 17 4.5.2 
= |) 0£. 5, 
PE (4.5.29) 


Tinînd cont de (4.5.6), (4:5.16) şi (4.5.25) se poate serie 


=) = = (250) = si e PAER, gx 
IF Jsp 3N J F,p aT ]z \ 08 r K oz 


T Ti 
o ay (4.5.30) 
op. plA Pop, FĂ 


unde p este densitatea, barei şi cp,s—căldura specifică (la F şi p constante) 
a unităţii de masă. Introducînd (4.5.30) în (4.5.29) avem 


aT Oy 


Aa pie aF | (4.5.31) 
- F pOp,FĂ 
de unde prin integrare se obţine 
ie i în 
D= Tae piro Lp (4.5.32) 


Pentru forțe de deformare nu prea mari exponentul din această relație 
este o mărime mică, şi prin dezvoltare în serie se obţine 


7 I = 
spe ata (4.5.33) 
Ch, F E A è 


Această formulă descrie modificarea temperaturii sub acțiunea deformă- 
rilor adiabatice, adică efectul elastotermic. 


§ 4.6. ELEMENTE DE TERMODINAMICA PROCESELOR 
IREVERSIBILE A 


dente am prezentat unele din proprietăţile 
flate în stări de echilibru. în natură însă se 
flate în stări de neechilibru. Respecti- 


în paragrafele prece 
sistemelor termodinamice alla: 
întîlnesc și sisteme termodinamice & 
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i Gb ete N Ey E a 
vele stări de neechilibru apar atunci cind interacțiunea sistemului cu 


bea înconjurător este variabilă în timp sau neomosenă, (adică, este dif 
n S puncte ale suprafeței sistemului). Evoluția în timp a sistol 
» termodinamice reprezintă ceea ce numi ) ) A i 
j : ă mim procese ireversibi ă 
denumire provine de la fapt i i z DENA 

a faptul că respectivele 
| rovine ( spe rocese se pot destă 

de la sine (fără să tie „,forţate” eri fiii E miia 
€ ] S y ate” din exterior), într-un si ' i 
YADA să | tior), int singur sens. Am văzut 
în $ 4.2 că pentru procese oarecare variația entropiei d satisface relatia s 


5Q 
as > TI | (4.6.1) 


unde òQ reprezintă cantitatea de căldură schimbată de sistem cu mediul 
înconjurător în respectivul proces. Mărimea 


e 


CAN 
P 


(4.6.2) 


„reprezintă deci variația entropiei sistemului datorită schimbului de căldură 
cu mediul. Mărimea SQ poate fi pozitivă, negativă sau nulă, în funcție de 
faptul dacă sistemul primeşte sau cedează căldură or nu schimbă căldură. 
Atunci rezultă că și dS poate fi pozitivă, negativă sau nulă. Din (4.6.1) 
şi (4.6.2) rezultă că pentru un proces oarecare se poate scrie 


as = dS +48 (4.6.3) 
cu 
qS > 0. (4.6.4) 


Mărimea d;$ reprezintă variația entropiei sistemului care apare ca urmare 
a proceselor ireversibile ce au loc în interiorul sistemului, adică entropia 
DESA è d d k è 5 E A e 

produsă în interiorul sistemului. Egalitatea în (4.6.4) apare, conform cu 
principiul al II-lea al termodinamicii, numai în cazul proceselor cevasista- 
tice (cînd succesiunea de stări prin care evoluează sistemul sînt stări de 
echilibru). . == 

Considerind sistemul termodinamic ca un mediu continuu pentru 


mărimile care apar în (4.6.3) se pot serie 


| a.S | 
== AS _ d gaa, — =] osaV (46.5) 
S j, ps dy, dt $, s a, {, s 


de Y reprezintă volumul sistemului, iar dA este elementul de arie de pe 
hE MRR A delimitează volumul respectiv (dA= ndA, n fiind versorul nor- 
malei exterioare la suprafaţă în locul unde se ia elementul dA); peste densi- 
tatea masică a sistemului, 8 entropia unităţii de masă ; dseste fluaul de eniro- 
pie (entropia transportată în unitatea de timp prin unitatea de suprafată) ; 
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cs se numeşte producție de entropie (entropia pr Ai i ; 
a : A rodusă în unitate 
în unitatea de volum). piap a de timp 


Introducînd (4.6.5) în (4.6.3), aplicind teorema Gauss şi pini 
cont de (4.6.4) se obține relaţia ma por CTE I E 


o( ps) 
Dope J- VJs == 4019 > 0 (4.6.6) 


numită şi ecuația locală de bilant entropic. 

Din cele de mai sus rezultă că procesele ireversibile sînt însoţite 
de o producţie internă de entropie şi deci ele pot fi caracterizate cu ajutorul 
mărimii os. Deoarece procesele ireversibile se produc în interiorul unui 
sistem termodinamic datorită acţiunilor exterioare, mărimea, og trebuie să 
depindă de respectivele acțiuni. „Acţianile externe pot fi descrise cantitativ 
cw ajutorul unor forțe termodinamice generalizate, notate generic cu 

N oT 


X 910. Exemple de astfel de forțe sînt : gradienţii de temperatură — 


ôx 

(i = 1, 2, 3) (adică componentele vectorului — VI), gradienți de presiune 

— ap (i = 1, 2, 3) (adică componentele vectorului — Vp), gradienții, 
9%; Ý 


vitezelor într-un fluid | adică componentele tensorului 7 ) etc. Forţele 

Dl. 
generalizate dau naștere în sistem la diferite fluxuri (transporturi de anu- 
mite mărimi fizice prin interiorul sistemului) notate generic cu {J J= 
Exemple de fluxuri pot fi citate fluxul de căldură (energie) — descris de 
componentele vectorului Jo, fluxul de substanţă, descris de componentele 
vectorului d,, fluxul de sarcină electrică (descris de densitatea de curent 
electric) ete. În termo dinamica proceselor ireversibile se demonstrează că, 
în cazul cînd forţele X, nu sint prea mari, producţia de entropie se exprimă 
sub forma A 


pa dt 3 0 ua (4.6.7) 


dacă J, şi X, se referă la unitatea de volum a sistemului termodinamic. 


Forţele generalizate X, sînt cauzele care impun că sistemul să evolueze 


în cadrul unor procese ireversibile prin stări de neechilibru. Dar cum aceste 


A i pe = ei 
rocese sînt caracterizate prin fluxurile J, este important de cunoscu 

ti dependența funcțională a fluxurilor J; de forțele X,. Analiza fenome- 
nologică (adică generalizarea datelor experimentale) arată că în principiu 
fiecare flux termodinamic J, dintr-un sistem depinde de. toate forțele care 
acţionează asupra sistemului (restricțiile de la această regulă vor fì men- 
ţionate mai J98), adică i ; 


P 


J= Ja Xa ev. Xa). y (4.6.8) 
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7 E ` n fi P 
ră ca vede e că în absenţa forțelor termodinamice sistemul se află 
ntr-o stare de echilibru în care sînt absente fluxurile rezultă, că, co 


J,(0) = I4(0, 0, ...,0)=0, (4.6.9) 


ai ne rel erim doar la situații cînd forțele termodinamice X, nu sînt prea 
are in cînd stările de neechilibru prin care evoluează sistemul sînt în veci- 
i e n ee a unor stări de echilibru), dezvoltind funcțiile J {Xz} 
serie Taylor după puterile forțelor X,, în pri imați ă 

y i rima 
ţinem cont de (4.6.9) avem “ = E 


EGE m J. s 
J, = J0) + | £) 7 fi ; 
x A 0X, J Xj=0 E D 3X, |x= X; (4.6.10) 


Cu notația (2J,/0Ă,)x,=0= La aceste relaţii se transcriu sub forma 


J, = > i a (4.6.11) 
=1 


„Aceste relații sînt denumite ecuaţii fenomenologice, iar mărimile L; se nu- 
mese coeficienţi fenomenologici. 

Referitor la dependența (4.6.11) a fluxurilor J, de forţele X, trebuie 
notat că în termodinamica proceselor ireversibile se adaugă următorul 
principiu restrictiv, numit şi principiul Curie : un flux J, poate depinde 
(poate fi condiționat) numai de acele forțe termodinamice X, care au acelaşi 
caracter tensorial cu fluxurile respective (de exemplu fluxurile vectoriale 
(care formează componentele unui vector) nu pot fi condiționate de forțe 
tensoriale). Această restricție impusă ecuațiilor fenomenologice (4.6.11) 
îşi are originea în cerința ca proprietățile de simetrie ale sistemelor termo- 
dinamiċe față de operațiile de rotaţie şi oglindire să fie reflectate în res- 
pectivele relaţii. 

Ca, exemple de relaţii de tipul (4.6.11) pot fi citate următoarele relaţii 
(cunoscute şi sub denumirea de legi) : 

— legea lui Fourier 

Je = EVIL . (4.6.12) 


referitoare la proporționalitatea între densitatea fluxului termic q (canti- 
tatea, de căldură transportată în unitatea de timp prin unitatea de supra- 
faţă) și gradientul temperaturii T; j 

— legea lui Fick 
J= — DYVp sau J = —D' ve (4.6.13) 


it ; i i i ifuzie J (canti- 
referitoare la pro orționalitatea dintre vectorul curent de di 
tatea de e aans portatĂ în unitatea de timp prin unitatea de suprafață, 


gi gradientul densităţii p, Sau al concentraţiei c) ; 


` 
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— legea lui Newton 


dF 


TNE — Vo (4.6.14) 
referitoare la proporționalitatea dintre f i 
la p ţionalitatea dintre forta de frecare internă ni 
tatea de arie) şi gradientul vitezei 9; be ul, RISOM AD A 
— legea lui Ohm 


Ja = —cu* Ye (4.6.15) 


referitoare la proporţionalitatea dintre densitatea d rent ni 
şi gradientul potenţialului electric q (vezi paie do reni tii Dad, 
După cum am menţionat legat de introducerea relaţiei (4.6.11) un 
flux poate fi cauzat de toate forțele (cu același caracter tensorial ca el) 
ce acţionează asupra sistemului. Cind fluxurile sint generate de forțe de 
altă natură fizică — de exemplu oradieţii de temperatură determină un 
flux de masă — avem de a face cu efecte îmorucișate. În exemplul citat 
efectul poartă denumirea de tormodifuzie şi relaţia ce-l caracterizează 
poate fi scrisă sub forma | 


e EEE pp II (4.6.16) 


Coeficienții Lọ din (4.6.11) sint mărimi fenomenologice a, căror 
valoare, în limitele termodinamicii, nu poate fi determinată din consi- 
derente teoretice. în termodinamică valorile. coeficienţilor Liy trebuie 
luate din experienţă pentru fiecare sistem în parte. Calculul teoretic al valo- 
rilor coeficienţilor Li, se poate face în principiu doar în teoria statistică a 
proceselor. ireversibile (teorie numită și cinetică statistică). Respectivul 
calcul este însă foarte laborios și el poate fi efectiv tăcut practice doar pentru 
‘modele simple de sisteme termodinamice. 

Din relaţiile (4.6.10) rezultă că forțele X, pot fi 
de fluxurile J, prin relații liniare de forma 


Xy = Y Ride ý A (4.6.17) 


exprimate în funcție 


Mäărimile Ry se numesc rezistențe generalizate şi se leagă de coeficienții 
cinetici L;, prin relațiile ; 
n îi vc i om -(4.6.18) 
pa Las a du = R 4 z j. 


Să prezentăm acum şi alto proprietăți ale costioienților cinetică, În totu 
dinamica proceselor ireversibile 8e admite că respectivi 


depind de timp, adică (4.6.19) 


Lu = const. 
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R propr tosg importantă a coeficienţilor cinetici L, este aceea că eï 
rmează o matrice simetrică adică ei satisfac relațiile i 


La = (4.6.20) 


numite şi relaţiile de reciprocitate ale lui Onsager. Aceste relaţii joacă în. 
cadrul termodinamicii proceselor ireversibile rolul de postulat. Ele nu pot fi 
Se arte beata limitele teoriei termodinamice (fenomenologice) a proce- 
selor ireversibile. Demonstrarea respectivelor relaţii se poate face numai 
în cadrul teoriei statistice a proceselor ireversibile. Demonstrația respec- 
tivă are la bază principiul reversibilităţii microscopice, conform căruia 
ecuaţiile de mișcare ale microparticulelor constituente, în interiorul siste- 
melor termodinamice, sînt reversibile (simetrice) în raport cu operaţia 
de schimbare a semnului timpului. j 
Din relațiile (4.6.6), (4.6.7), (4.6.11) şi (4.6.17) rezultă 


os = J Lua = J Rude > 0 (4.6.21) 


adică producția de entropie este o formă pătratică nenegativ definită de 
forțele generalizate sau de fluxurile generalizate. Pentru ca relațiile (4.6.21) 
să fie îndeplinite trebuie ca determinantul format din coeficienții cinetici Li 
respectiv din rezistențele generalizate Ris şi minorii lor principali să fie 
nenegativi, adică ` 


Det|Lu| > 0, Det|Ral > 0 (4.6.22) 


cu i; k= 1, 2, <.: l; T= 1, 2, Soo ; 

Dintre stările unui corp în care decurg procese ireversibile un interes 
deosebit îl prezintă, stările staționare. Se numeşte stare staționară de ordi- 
mul m o stare care se atinge atunci cînd m din cele n forțe Xr 
(k = 1, 2, . >., n) sînt menținute constante, restul de forțe (în număr de 
n — m) fiind nule. In această terminologie stările de echilibru termodi- 
namic sînt stări staţionare de ordinul zero. În termodinamica proceselor 
ireversibile stările staţionare joacă rol oarecum similar cu cel al stărilor de 
echilibru din termodinamica obișnuită. În termodinamica obişnuită stările 
de echilibru sînt caracterizate prin valori maxime ale entropiei. Se pune 
problema dea găsi o proprietate analoagă pentru stările staţionare din ter- 
modinamica proceselor ireversibile. Pentru procesele ireversibile care 
satisfac anumite condiţii (dintre care cele mai importante sint condiţiile 
(4.6.11), (4.6.19)—(4.6.22)) stările staţionare sint caracterizate prin faptul 
că producţia de entropie are-valoare minimă relativ la condiţiile exterioare 
la, care este supus sistemul. Această proprietate este cunoscută sub denu- 
mirea, de principiul minimei producții de entropie (formulat de către I. Pri- 
gogine). Dacă E Xa cum sînt forțele menținute constante atunci 
principiul minimei producţii de entropie este exprimat prin relaţiile : 


să i E RI po DD RU, (4.6.23) 
ðX, 


7 Teoria fenomenologică a proceselor ireversibile prezentată succint 
în acest paragraf este aplicabilă la o clasă mare de fenomene fizice. 
Pot ti citate dintre acestea : conductibilitatea termică, conductibilitatea 
electrică, fenomenele termoelectrice, difuzia, termodifuzia, curgerile 
viscoase etc. 

De menţionat faptul că există şi procese ireversibile care nu pot fi 
descrise în limitele teoriei prezentate aici. Aşa sînt procesele care apar 
cînd forțele termodinamice X, ce acţionează asupra sistemului nu mai sint 
mici, iar stările sistemului nu mai sînt în vecinătatea, apropiată a unor stări 
de echilibru. De consemnat faptul foarte important că în astfel de situaţii 
sistemele termodinamice pot trece sub acțiunea forțelor exterioare din stări 
dezordonate (în ceea ce priveşte aranjarea microparticulelor) în stări care 
posedă o anumită ordonare spaţială sau temporală. Sistemele cu astfel de 
stări ordonate au fost denumite structuri disipative (denumire propusă de - 
I. Prigogine). Evoluţia menționată spre stări ordonate este în totală opo- 
ziţie cu evoluția sistemelor izolate, care după cum am văzut tind totdeauna 
spre o stare de echilibru termođdiñamic caracterizată (din punct de vedere 
al dispunerii şi mișcării mieroparticulelor constituente) printr-o dezordine 

“maximă. Evoluția spre stări ordonate în cazul proceselor ireversibile se 
pare că se datoreşte unor efecte de cooperare” între microparticulele 
constituente ale sistemelor termodinamice. Studiul sistematic, atit teoretic 
cât şi experimental, al structurilor disipative are o vechime de mai puţin 
de un deceniu şi jumătate şi el tinde să se constituie într-o ramură de 
sine stătătoare a ştiinţelor fizice denumită sinergetică (denumire propusă 

_şi cultivată de H. Haken). 
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Capitolul V 


Elemente de fizică statistică 


$ 5.1. DESCRIEREA STATISTICĂ A 
SISTEMELOR TERMODINAMICE 


s 


E După cum am mai menţionat în capitolul precedent sistemele termo- 
dinamice sint formate dintr-un număr enorm de particule constituente care. 
se află într-o continuă mişcare. Atunci ar apare ca firească incercarea, de a 
proceda la o descriere microscopică mecanică a sistemelor respective, în 
sensul de a le preciza proprietăţile pornind de la ideia că mișcarea parti- 
culelor constituente este guvernată de legile mecanicii clasice (prezentate 
în cap. I). Din punctul de vedere al legilor mecanicii clasice cunoaşterea 
la un moment dat a coordonatelor şi vitezelor particulelor individuale 
permite a se determina poziţiile şi vitezele (adică, starea mecanică) particu- 
culelor la orice moment ulterior. Astfel o abordare mecanică a descrierii 
unui sistem de particule ar permite nu numai determinarea stării siste- 
mului la un moment dat, ci ar mijloci şi studiul modificării stării lui 
în decursul timpului. - Ă 

“ Totuşi, în cazul sistemelor termodinamice descrierea mecanică, 
implică, dificultăţi majore care o fac inaplicabilă în versiunea simplistă 
prezentată mai sus. În primul rînd trebuie reţinut faptul că sistemele termo- 
dinamice conţin un mumăr foarte mare de particule constituente (un număr 
N se numeşte foarte mare dacă In N > 1. Ca, exemplu menţionăm că numai 
1 em? de aer în condiţii normale conţine 2,69 -101° particule (molecule). 
Pentru descrierea stării mecanice a unei singure particule la un moment dat 
este neceşar să fie cunoscute trei coordonate 7, Yy, ? şi trei componente 
Das Vys Vz ale vitezei (sau, echivalent, trer componente Pas Pon Pz ale impulsu- 
lui). Cunoaşterea evoluției în timp a stării mecanice a unei particule nece- 
sită scrierea a trei ecuaţii diferenţiale scalare de ordinul doi (ecuaţii Newton 
sau ecuaţii Lagrange) sau şase ecuaţii diferenţiale de ordinul întii (ecuaţii 
Hamilton). Integrarea acestor ecuaţii necesită şase parametri iniţiali 
(trei coordonate şi trei viteze sau, echivalent, trei impulsuri). În cazul 
unui sistem format din N particule deserierea lui necesită scrierea unui 
număr de 3N ecuaţii diferențiale de ordinul doi (sau, echivalent, 6N ecuaţii 
diferențiale de ordinul întîi) şi cunoaşterea unui numar de 6N parametri 
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inițiali. [Dacă sist i BAS TANE 
ENA die ei oa CA e Supup Li IUG ND legături, exprimate prinK 
sint SN — K (sau, echiv: grade de libertate atunci numerele respective 
gin mii +. IC, (ana pieopipai r A e RER AN 
De rea Va ii al Ce SAN A că N (şi chiar şi 3N — K ) este foarte mare. 
rențiale sînt Praho im s Tne aa arat corespunzător de ecuaţii dife- 
sei alee e ce POREO ETAD este practic imposibil să fie deter- 
N S EN u inițiali (coordonate şi impulsuri) pentru un număr 
e a de particule şi deci nu se poate determina starea irițială 
ii Cele spuse mai sus arată că abordarea microscopică mecanică a stu- 
diului sistemelor termodinamice este lipsită de sens practic. De aceea, pentru 
respectivele sisteme trebuie căutate alte metode de descriere chiar dacă 
avem in vedere alcătuirea lor din particule constituente care execută, 
fiecare in parte, mișcări mecanice. Astfel de metode sînt metodele statis- 
tice şi probabiliste şi ele formează, obiectul de studiu al fizicii statistice. 

Aşa cum am arătat in capitolul precedent în cazul sistemelor termo- 
dinamice, pe lîngă, descrierea microscopică se poate folosi şi o descriere 
macroscopică pentru care este necesar doar un număr redus de parametri, 
macroscopici. Respectiva descriere macroscopică se poate folosi atunci 
cînd sistemul se află într-o stare de echilibru sau în vecinătatea imediată 
a unei astfel de stări. În asttel de situaţii comportarea sistemului este 
deosebit de simplă şi parametrii macroscopici nu depind, de timp — în 
cazul stărilor de echilibru, sau sint funcții foarte lent variabile de timp 
(în comparaţie cu mişcările microscopice ale particulelor constituente) — 
în cazul stărilor apropiate de stări de echilibru. Orice parametru macrosco- 
pic al unui sistem termodinamic este o funcţie de parametrii microscopici 
ai particulelor constituente. De exemplu presiunea într-un gaz, fiind un 
parametru macroscopic este o funcție complet determinată de impulsurile 
moleculelor care alcătuiese gazul respectiv. tra 

Pentru un sistem termodinamic orice stare macroscopică (descrisă 
prin valorile bine precizate ale parametrilor macroscopici) poate fi reali- 
zată prin mai multe stări microscopice (descrise fiecare in parte prin valori 
bine precizate ale parametrilor referitori la mișcarea particulelor consti- 
tuente). (De exemplu, într-un gaz ideal o stare macroscopică cu energia 
internă U poate fi realizată printr-o stare microscopică în care avem 
Na Na Na ac particule cu energiile corespunzătoare, En Sa Es i sau 
printr-o stare microscopică în care ayem N i Na No --: paS 
energiile Ea Eo Elis a dacă >, Ne, = YN; e; = U). Dat fiind faptul că o 


$ o . 
macrostare (stare macroscopică) este caracterizată printr-un mia m 
de parametri macroscopici, iar O stare microscopica „este SADO erizată 
printr-un număr foarte mare de parametri microscoplol, rezu D So a 
stări macroscopice îi corespunde un numar foarte mare de microstări (stăa 


microscopice). În plus, datorită mişcării permanente a particulelor consti- 
tuente, microstările trec încontinuu una In 


t 


alta. Mulțimea microstărilor 
care corespund (sint compatibile) cu o macrostare dată 5 REY pe cae 

isti j isti ‘diferitelor macrostări conțin, in genera.» 
statistic. Ansamblurile statistice ale dit tăr in, în general, 
numere diferite de mierostări. O macrostare este cu atît mai probabil a fì 
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întilnită it ă ierostărilor di 

“plai To numărul microstărilor din ansamblul său statistic este mai 

e > su e această proprietate a macrostărilor se introduce conceptul 
Probabilitate termodinamică, definită ca număr 


d t ul de microstări prin c 
se realizeaz: anrostat -X í dense BE 
` ERTA o macrostare dată. (De reținut că există o distincție între 
p AN atea termodinamică şi probabilitatea matematică (definită ca 
A 5 dintre numărul cazurilor favorabile şi numărul cazurilor posi- 
» Puma se exprimă printr-un număr natur i i À 
; ral, iar a r- 
R TION è 2 » lar a doua printr-un 


in ein un uiste tormo dina mic format din W microparticule 
R - Dacă presupunem că mişcările microparticulelor sint conforme 
cu legile mecanicii clasice atunci, la un moment dat, o microstare a, siste- 
mului To complet definită dacă se cunosc valorile coordonatelor generali- 
zate (q;)i2a şi ale impulsurilor generalizate (p,%, la momentul respectiv. 
Putem spune atunci că microstarea sistemului la un moment dat este 
reprezentată de un punct într-un spaţiu abstract, 6 N-dimensional, care are 
drept axe de coordonate, coordonatele (q;)%, şi impulsurile (poi, Un 
asemenea spațiu abstract se numește spațiu fazelor, iar un punct din res- 
pectivul spaţiu este denumit fază sau punct reprezentativ. Dacă microparti- 
culele au grade de libertate legate de mişcări interne (cum ar fi mișcările de 
rotaţie ale moleculelor poliatomice sau mişcările de vibraţie ale atomilor 
în interiorul unor astfel de molecule) sau mişcările lor în interiorul siste- 
mului sînt supuse la anumite legături, atunci microstarea sistemului va 
trebui precizată printr-un număr de 2n parametri microscopici (n + 3N) 
şi dimensiunile spațiului fazelor asociat sistemului va fi 2n. 

Microparticulele dintr-un sistem termodinamic se află într-o conti- 
nuă mişcare datorită căreia microstarea sistemului se schimbă încon- 
tinuu. În consecință, punctul reprezentativ al sistemului se va mişca în 
spaţiul fazelor şi va descrie o curbă continuă numită traiectorie fazică. 
(De notat că traiectoria:fazică este o curbă abstractă, care trebuie deosebită 
de traiectoriile reale, în număr de N, ce reprezintă curbele de-a lungul 
cărora se mișcă cele N microparticule în spaţiul real tridimensional). 
Mişcarea mecanică clasică este univoc determinată în sensul că unui set 
de valori iniţiale pentru coordonate şi impulsuri îi corespunde un set 
unic de valori ale coordonatelor şi impulsurilor pentru orice moment ulte- 
rior. De aceea traiectoria fazică a unui sistem nu se poate intersecta cu ea 
însăşi decit în cazul cînd formează o curbă închisă. 


Ansamblul statistic asociat unei macrostări este reprezentat în spa- 
tiul fazelor printr-un set de puncte numit ansamblu fazie. Dacă sei 
punct din ansamblul fazie îi atribuim, cu ajutorul unei funcţii de a IN 
buţie, o anumită probabilitate, atunci respectivul ansamblu i aR A A 
definim probabilitatea termodinamică a oricarel WAGTE > o 
cum poate fi introdusă o funcție de distribuție de genul amina ; OEA 
poziția unui punct din spațiul fazelor z Vraa ` - VE 

= „e anii, y ro Mana 09 Cani E Mu da + RNE RET 
ak nma an element infinitezimal de volum in jurul punctului 2 îl 


vom nota Cu dv = da, dz, IOT, dLgydVan+ıAVsN+e e dex E- dQ Aga e 


dazy dp.dpa dpzy, Dat fiind faptul că mişcarea microparticulelor 
... 3N ... a 
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în interiorul sistemului este complet aleatoare (iîntimplătoare, haotică) 
variabila, æ poate fi considerată ca o variabilă aleatoare 6N -dimensională, 
Atunci se pune problema de a găsi care este probabilitatea ca un 
sistem termodinamice să aibă microstarea cuprinsă în elementul de volum 
da în jurul punctului v. Deoarece dz este o mărime infinitezimală, și respec- 
tiva probabilitate trebuie să fie intinitezimală AW. Mai mult, AW este 
proporţională cu dv, adică 


aW = wla) da. (5.1.1) 


Mărimea w = w(x) se numeşte densitate de probabilitate “sau funcție de 
distribuţie în spaţiul fazelor. 

Microstările distincte sînt statistic independente între ele; adică 
probabilitatea, de realizare a unei microstări nu depinde de probabilitatea 
de realizare a unei microstări diferită de ea. De aceea se poate scrie că 
probabilitatea ca punctul reprezentativ al sistemului să se afle într-un 
domeniu finit T din spaţiul fazelor este definită de integrala pe domeniul 
respectiv a probabilității (5.1.1), adică prin formula, 


wW(T)= |- aW = |. w(x) da. (5.1.2) 


Desigur că funcția de distribuție w(x) trebuie să satisfacă condiția de 
normare 


| ws) de = 1 (5.1.3) 
T total i 


nde Tisa, reprezintă domeniul total din spaţiul fazelor accesibil mişcării 
unctului reprezentativ al sistemului. : 

Funcţia, de distribuţie w(x) permite să se calculeze o anumită valoare 
medie pentru orice mărime macroscopică care depinde de microstarea siste- 
mului. Orice mărime macroscopică A referitoare la un sistem termodinamic 
este o funcție de cele 6N variabile microscopice notate generic prin v 
şi de timpul t, adică i 

A = Alr; 1) (5.1.4) 


Datorită mişcărilor termice ale microparticulelor din sistem mărimea 
A(x, t) variază continuu în timp. Dar în orice experiment fizic, datorită 
folosirii dispozitivelor macroscopice de măsură, nu se măsoară taie a 
instantanee A(z, t) a lui A, ci doar o anumită valoare medie în timp 
definită prin relaţia 

(5.1.5) 
T 


iian =Ç Alo, s)dz 


lui de măsură. De notat, însă, că valoarea 


i cesu 
unde, r reprezintă durate pet tie dacă nu se cunoaşte dependenţa de 


(AY nu poate fi calculată teore 
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u — e, 11 


i el ZE t), e care este practic imposibil, din cauza complexității 
Niș r termice. Pe de altă parte, se poate însă demonstra că, pentru 
sistemele aflate în echilibru termodinamic, valoarea unei mărimi macro- 
scopice care se măsoară în experiență poate fi definită ca fiind valoarea 
medie calculată pe mulţimea microstărilor compatibile cu macrostarea 
dată, adică valoarea medie fazică | 


(AY =$ Ale, tele) de. (5.1.6) 


Total 


Afirmațiile de mai sus implică deci ipoteza că, pentru un sistem termodi- 
namic aflat într-o stare de echilibru, media fazică <A> (definită de (5.1.6)) 
este egală cu media în timp (definită de (5.1.5)). Această ipoteză poartă 
denumirea de ipoteză ergodică. 

Mărimea A(, t) fiind o mărime aleatoare la scară macroscopică, 
nu este caracterizată numai prin valoarea medie (A), ci şi prin abateri 
de la această valoare — abateri care în fizică se numesc fluctuații. La 
scară macroscopică fluctuațiile se caracterizează cantitativ prin momen- 
tele centrate de ordinul n (n > 2), definite prin relaţiile 


(AA) = (A — 49) =$ (A(x, t) — CA w(x) de. (5.1.7) 


Total 


Momentul centrat de ordinul doi (n = 2), se numeşte dispersia mărimii A 
iar radicalul din dispersie se numeşte abatere medie pătratică. Dacă avem 
de a face cu două mărimi macroscopice referitoare la, acelaşi sistem termodi- 
namic, atunci fluctuațiile lor sînt caracterizate prin momentele centrate 
miste de ordinul m, n (m, n > 0, m +n > 2) definite prin relațiile 


((A4)”-(AB)'> = 


=4 (Aa, t) — CA (B(x, t) — <B>)" w(2) de. (5.1.8) 
T total 


$ 5.2. DISTRIBUŢIA CANONICĂ 


Valoarea medie a oricărei mărimi fizice sta a na SA e av 
j i într- chilibru termodinamic nu i ( nd: 
dinamic aflat într-o stare de e ern Jona obuia Aa 

i î i sistă nemodificată u p 
întrucit o asemenea stare persis dit A A 
i apă De aceea, funcţia de distribuţie a unul sistem aflat în stare d 


i i i i i integralele prime ale 
ili ie să depindă de timp, ci numai de integ 
cette ui me ale E ioroparticulelor ce alcătuiesc sistemul. O asttel 
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de integrală primă a unui sistem de microparticule ce execută mişcări supuse 
legilor mecanicii clasice o reprezintă hamiltonianul 4 (sau energia meca- 
nică totală). Deci funcția de distribuţie w(x) a unui sistem în echilibru 
trebuie să depindă de w implicit prin intermediul lui , adică ww) = 
=w( W (w)). (Dependenţa lui w de integralele prime impuls total P gi 
moment cinetic total L trebuie oxclusă, deoarece translația globală, în 
ansamblu, a sistemului (legată de P) nu are nici o semnificație termodi- 
namică, iar dacă sistemul se află într-o mişcare de rotație globală (legată 
de L) el nu este în echilibru termodinamic). Expresia analitică concretă 
a lui 2037) trebuie căutată în funcţie de particularităţile stării de echilibru 
şi de cerința ca diversele consecinţe ce decurg din expresia respectivă să 
fie conforme cu experienţa. 

Să abordăm problema găsirii funcţiei w(7£) pentru un sistem aflat 
într-o stare de echilibru fiind în contact termic cu un termostat. Sistemul 
în cauză poate fi considerat ca O parte mai mică a unui sistem global 
alcătuit din el şi din termostat. Vom nota cu x, şi V, respectiv Za Și Ve 
ansamblul coordonatelor fazice și volumul referitoare la, sistem respectiv 
termostat. Funcţiile de distribuţie w, şi w ale sistemului, respectiv 
termostatului vor fi de forma j 


wI w(i, (2 Vi) Wam WAH (8a V2)) (5.2.1) 


X şi X , fiind funcţiile Hamilton ale sistemului respectiv ale termostatu- 
lui. Energia ansamblului sistem plus termostat este evident de forma 


K oml, V) = La Va) + H Ata Vo) + Hiz (5.2.2) 


unde Xiz reprezintă energia de interacțiune între ‘sistem şi termostat. 
Pentru un sistem termodinamic aflat în echilibru cu un termostat Iaz 
este întotdeauna mic în comparaţie cu H şi X, deci poate fi neglijat în 
comparaţi cu acești termeni. Aceasta deoarece W, și M , sint proporționali 
cu numerele de particule din volumele V, şi Va, iar Wi este proporțional 
cu numărul de particule de pe suprafața ce delimitează volumul Vi. De 
aceea, în locul relaţiei (5.2.2) se poate scrie, cu foarte bună aproximaţie, 


următoarea relaţie | 
K tota = fi =i H o. E (5.2.3) 


Deoarece probabilitățile de realizare ale diferitelor microstări ale siste- 
mului și ale termostatului sint independente între ele, în conformitate cu 
regula de compunere a probabilităților independente, se poate serie 


Prin logaritmare, de aici avem 
In wH + Xa) = n wH) + In w(H a). 2D) 
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E oes (5.2.8) şi (5.2.5) şi avind în vedere că Wit = const., 
AH on = d, HAK E0 (5.2.6) 

Un wli +H RAVA + Ra) = [n wl) 44, + 
+ [ln wK) 4%, (5.2.7) 


cu notația f'(x) = df/dz. Introducind (5.2.6) în (5.2.7) rezultă relația 
{On w (X) — [in w(K) aH, = 0. (5.2.8) 

Dar cum d, poate fi arbitrar de aici rezultă relația 
[ln w] = [ln (fa) = a (5.2.9) 


unde a este o constantă ce nu depinde nici de z, nici de v, (ea trebuie să 
aibă aceeași valoare atit pentru sistem cât şi pentru termostat). Folosind 
pentru sistem notația 4, = H şi integrînd (5.2.9) obţinem 

In 40(3£) = af +A (5.2.10) 


sau 


zi, Vp = cler (5.211) |. 


unde à este o constantă de integrare. În fizica statistică în locul constan- 
telor æ şi A se introduc constantele © şi F prin relaţiile 


i, îsi dea (5.2.12) 
(0) 
Atunci (5.2.11) se transcrie în forma 
a | F-H V) 
wla, V) =e G (5.2.13) 


Această expresie este cunoscută sub denumirea de distributia canonică 
a lui Gibbs. Constanta © 'se numeşte modulul distribuției canonice. 


Constanta F se determină din condiţia de normare 


( todo =, 062.04) 
T total 4 


Li 
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| 
| 
| 


a Sul 
Z =f e € de. (5.2.15) 
Total 
obținem 7: 
F = — Oln Z. (5.2.16) 


Mărimea Z definită de (5.2.15) se numeşte sumă de stare (sau integrală 
de stare). 

Tinînd cont de (5.1.6) valoarea medie a oricărei mărimi A(%) refe- 
ritoare la. un sistem descris de distribuția canonică se defineşte prin 
relația 

F(x, V) 
<A> =Í Aee € de (5.2.17) 


T total 
În parti cular, valoarea medie.a hamiltonianului sistemului, care de fapt 
nu este altceva decît energia internă U a sistemului, se serie 
F- x(x V) 


U ==] (a, Vje ° de (5.2.18) 


Ttotal ` 


Din (5.2.15) şi (5.2.16) rezultă că parametrul F este funcție de © şi V, adică 
F = F(0, V) ; „45.2.19) 


Derivînd (5.2.14) în raport cu V şi ţinind cont de (5.2.13), (5.2.19) și (5.2.17) 
se poate scrie următorul şir de relaţii iu 
F-X 


oV Tiótal F (©) \ GAA © Tiotal 


5 F-% 
4 1003 eee de= (27) zeul a Janga 
© ruta VOV Je OlaV/e 0 ôV Jo 


adică ; i 
; | di d ; (5.2.21) 
aV o oV 


3 ; i a ş i ; k i 3P) în raport 
tei energiei mecanice a sistemului (adică a lui 3) in. 
Modo GETO SEI perii: 3 volum V este egală cu minusul presiunii (pre- 

| siunea, fiind forţa termodinamică conjugată cu volumul), adică 
A 


En ag, (5.2.22) 
ðv 
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F(x, V) -æ (2, V) 
© 


Din (5.2.21) şi (5.2.22) rezultă, relația 


LA SD 
ayle? (5.2.23) 


Derivind (5.2.14) în rapor i tini 
d sál aport cu © şi ţ ont de (5.2.13) si 
(5.2.19) se pot scrie relațiile şi ținind cont de (5.2.13) şi (5.2.18) = 


3 r 1 (ap 
3 © 1 

e dois X sa, 
20 i (0) ( 20 i yaa ; si 


F-X 


6 > a aF 1 
TAE (P—)e CA Pr ( a ei G3 
02 Jora 0120 /y 02 g 0 aa 
- (2 E IRER ; 
ð a Er (5.2.24) 
adică 2 
aP | 
= 0 | e 5.2.25 
( 210) ), 4 ( ) 


Să arătăm acum că modulul O al distribuției canonice are, din punct 

de vedere fizic, semnificația de temperatură absolută T. Pentru a arăta, 
_ aceasta este suficient să arătăm că © satisface următoarele două pro- 

prietăţi ale temperaturii termodinamice : i 

— sistemele cu aceeaşi temperatură se află în echilibru termodina- 
mic între ele; 

— inversul temperaturii este un factor integrant pentru cantitatea 
de căldură 5Q schimbată de un sistem cu mediul său înconjurător. 

Pentru a demonstra că 0 satisface prima proprietate, să considerăm 


două sisteme ale căror funcţii de distribuţie sînt 


F— al Va) Fa— H (Xa, Va) 
; EE ELFA A ra 
w(t) = e % > WaLa) = e = a 21052.26) 


Dacă cele două sisteme sint aduse în contact termic între ele va apare 
un sehimb de energie. Deoarece energia de interacţiune este mică în com- 
parație cu Hı şi Wa suma A+ A, va Tămine practic constantă, 
adică 


Hi + Xa = const. (5.2.27) 
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Pe de altă parte, cele două, sisteme fiind în echilibru, probabilitățile lor 
sint independente între ele şi deci se poate serie 


(ea, Xa) = WE) » W(2). (5.2.28) 


Introducind aici expresiile (5.2.28) obţinem 
Rep Eu) | E a 
W(t, Va) = (i e) G a) (5.2.29) 


Deoarece sistemul global format din ansamblul celor două sisteme este 
tot un sistem termodinamic aflat în echilibru trebuie să avem 


CONSUL 5.2.30 
© 0; i ( ) 


Admiţind un schimb infinitezimal de energie între cele două sisteme din 
(5.2.29) şi (5.2.32) se poate scrie 


e = 0 di (62.3) 


dH AEN 
1. T (tă ©, e, 
adică 
fm d, =0. (5.2.32) 
© ©, 


Deoarece d Xi (modificarea energiei sistemului 1?) poate fi arbitrară, 


relaţia (5. 2.34) este îndeplinită numai dacă 


o = Oz (5.2.33) 


Această relație arată că parametrul @ al distribuției canonice satisface 
prima proprietate a temperaturii. j 

Să arătăm acum că 0 satisface şi proprietatea a doua a temperaturii. 
Din primul principiu al termodinamicii (vezi $ 4.2) se poate serie 


Q = 4U+ pay. (5.2.34) 


rietatea respectivä, trebuie să ară- 


Pentru a dovedi că © satisface prop 
tăm că mărimea 
30 „AU DAT, ` (5.2.35) 


Ba ET îi 
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este o diferenţială totală exactă. 'Ținind cont de (5.2.23) şi (5.2.25) se 


poate scrie 
SQ _1 f aF F 
SRAN JENGA | r] ayl= 
© © îsi, v 2V Je. 4 
1 ôF ôF ôF 
nS do TS ae je Sa 
a Al A tes) (35), e 


ôF ôF oF 
— Od EET Cd | eee = — ese ae K 
E ), (22),2] a( 98 ), ear) 


adică 


20 — (ai 6237). 


deci inversul parametrului 9 este un factor integrant pentru cantitatea 

de căldură šQ. Dar această proprietate o manifestă în termodinamică. tem- 

peratura absolută T (vezi $ 4.2). Deci O este analogul statistic al tempera- 

turii absolute şi de aceea, se numeşte temperatură statistică. Legătura, între 

ee) d statistică © şi temperatura termodinamică T este dată 
e relaţia 


0 = 7 (5.2.38) 


unde k este constanta Boltzmann (k=1,38 -10-2J/K). De notat că justi- 
ficarea, relaţiei (5.2.38) rezidă în ultimă instanţă în concordanța rezultatelor 
calculelor statistice cu datele experimentale și cu rezultatele din ter- 
modinamică,. 

Luînd semnificația dată de (5.2.38) pentru © din relaţiile (5.2.23) 
şi (5.2.25); prin comparaţie cu formulele termodinamicii, (vezi $ 4.3), 
rezultă că parametrul F din distribuţia, canonică are semnificație de ener- 
gie liberă. Aceasta implică faptul că din (5.2.25) se poate scrie 


E E aa (5.2.39) 
ôT Jv i : . 


S fiind entropia sistemului. Tinînd cont de această relație precum şi de 
relațiile (5.2.25), (5.2.18) şi (5.2.13) se vede uşor că se poate scrie 


pa 
Ze! da= 


1 A Ny — E lo s 
ui ep E +) i T KÆ i Îi kT 


ai sN Un wla) wlw) de = — k <n wo). (5.2.40) 
Total f 
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Această relaţie arată că entropia se poate exprima cu ajutorul valorii 
medii a densităţii de probabilitate. 


Observaţie. De notat că expresia (5.2.40) a entropiei termodinamice este analoagă cu expre- 

sia dată de Shannon pentru entropia informaţională. Formula (5.2.40) evidenţiază faptul că 
entropia unui sistem nu este o valoare medie a unor parametri mecanici, ci ea are o natură esen- 
palmente statistică (probabilistă). De aici decurge și faptul că nu se pot concepe dispozitive 
care să măsoare direct (nemijlocit) entropia, această mărime putindu-se măsura numai prim 
intermediul măsurării altor mărimi — de exemplu, măsurind cantitatea de căldură schim- 
bată de sistem și temperatura lui. 


: Trecînd de la o distribuţie continuă de probabilităţi la o distribuţie 
discretă (cînd microstările sistemului formează o mulțime discretă) expresia 
(5.2.40) a entropiei trebuie înlocuită (prin analogie) cu expresia 


N 
8 = — Rn W> =k WanW, (5.2.41) 
i=1 


unde N reprezintă numărul mierostărilor posibile în macrostarea dată 
iar W, reprezintă probabilitatea de realizare a microstării „1. Dacă pre- 


| supunem că toate cele N microstări sint egal de probabile, atunci W, = 


şi din (5.2.41) rezultă 


x 


seai 
K= —h Mep. 5:2.42 
Da ai Caa 


ceastă formulă arată că într-o stare macroscopică dată entropia unui 
sistem termodinamic este proporțională cu logaritmul numărului de 
microstări compatibile cu macrostarea respectivă. Dar, după cum am arătat 
în $ 5.1, numărul N de microstări prin care se poate realiza o macrostare 
dată reprezintă probabilitatea termodinamică Wiemo œ macrostării res- 
pective. Atunci, din (5.2.44) prin înlocuirea lui N cu Wiermo Se obţine 


9 N a ea (5.2.43) 


Această relaţie care leagă entropia. © de probabilitatea termodinamică 
Wirmo este cunoscută sub : enumirea, de formula lui Boltzmann. 

în încheierea acestui paragraf să dăm cîteva formule legate de suma 
FI e statistică Z, care să atesto utilitatea mărimii respective în calculele de 
EA fizică, statistică. Din (5.2.16) şi (5.2.38) rezultă : 


RE Sf DB Pa (5.2.44) 
Introducînd această expresie a lui F în (5.2.25) obţinem - 
U e ie OLST NE a (5.2.45) 
A A A a(r) i 
RT] /v 


Atunci capacitatea calorică la volum constant Cy poate fì calculată cu 


W | ajutorul relaţiilor R 
eY 2U) — „(.amzZ ) N (Sa) (5.2.46) 
i 0, = (27) 5 vefa ( e) RE ( aaa 
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Din (5 2.23) şi (5.2.44) rezultă 


p = ab a | 52.4 
ai oV "Ja Hi. 
iar din (5.2.39) şi (5.2.44) rezultă 
S = kln Zţ+ 7 | Se ) . (5.2.48) 
27 /v 


Relaţiile (5.2.45)—(5.2.48) arată că cunoaşterea sumei de stare Z pentru 
un sistem termodinamice permite calcularea pentru sistemul respectiv a 
mărimilor macroscopice : energie (U), presiune (p), entropie (9) şi căldură 
specifică la volum constant (Cy). Din aceste mărimi, via relațiile discutate 
în $ 4.3, pot fi calculate şi alte mărimi termodinamice macroscopice cum 
ar fi: entalpia (H), potenţialul Gibbs (6), căldura specifică la presiune 
constantă (0) şi alţi coeficienţi termodinamici. De aceea în fizica statistică, 
unul din scopurile importante urmărite în calcule este aflarea sumei de 
stare Z. Aflarea lui Z se face pornind de la diterite ipoteze şi modele privind 
structura microscopică a sistemului termodinamic şi mişcarea microparti- 
culelor constituente în interiorul respectivului sistem. De exemplu pentru 
un gaz ideal (vezi $ 5.3) se admite că este alcătuit din mieroparticule care 
nu interacționează între ele. 

În încheiere vrem să subliniem încă o dată faptul că distribuţia cano- 
nică prezentată în paragraful de față este distribuţia statistică corespun- 
zătoare unui sistem termodinamic aflat într-o stare macroscopică proprie 
de echilibru termodinamic şi în contact termic și mecanic cu un termostat, 
contact care permite schimbul de energie între sistem şi termostat. Desigur 
că un sister în echilibru se poate afla şi în alte situaţii în raport cu termosta- 
tu şi atunci distribuţia statistică care i descrie va fi alta decit cea cano- 
nică. Astfel dacă sistemul este izolat adiăbatie şi mecanic de mediul încon- 
jurător (adică nu are pici un schimb de energie cu mediul), atunci el va fi 
descris de o distribuţie numită microcanonică, iar dacă sistemul poate 
schimba cu mediul, pe lingă energie, şi cantitate de substanţă, el va fi descris 
de o distribuţie numită macrocanonică. în prezentul volum nu vom intra 
însă în detaliile prezentării distribuţiilor microcanonică şi maerocanonică- 


ş 5.3. DESCRIEREA STATISTICĂ A GAZULUI IDEAL 


Din punctul de vedere al fizicii statistice un gaz ideal este un sistem 


termodinamice format din microparticule constituente care nu interacţio- 
nează între ele. Atunci rezultă că pentru un gaz ideal format din N micro- 


particule constituente hamiltonianul J are forma 


Hla) = F Ada) : (3.1) 
i=l 
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unde 4,(%,) este hamiltonianul i e i i : | 

„DN particulei ,,i”, iar v; re y 
coordonatelor şi impulsurilor particulei respective. pataa i E 
din (5.2.13), (5.2.16) şi (5.2.38) rezultă că pentru un gaz i ci 


2. d pf, z 
canonică este de forma petete 
Hix, V) E Pula, V)IRTI 4 
) = — e =— e = SAC $ = 
2 2 il d, 
N ; j 
= Jf w(x) (5.3.2) 
ŞI 
unde 
: Era filxi, V) a hilz V) 
RT I 
wla) m e > Ca T Ve da, (5.3.3) 
i 


i Distribuţia w, = w,(%;) dată de această relație poate fi considerată ca o 
} distribuție într-un spațiu fazic 6-dimensional (corespunzător unei parti- 
| cule) numit; şi spaţiu u. Mărimea č; definită de (5.3.3) se numeşte sumă 

de stare per particulă. Din (5.3.2) şi (5.3.3) se vede că suma de stare Z 
a unui gaz ideal se serie sub formă de produs a sumelor de stare per 
particule, adică, [AL 


N Fe 
Z=] č- i iu (5.3.4) 


i=1 
Dacă gazul este format din particule identice, atunci evident că 
PAS) ile (5.3.5) 


unde. [ este desigur suma de stare calculată pentru o particulă. , 

Întrucît energia mecanică totală 4 a unei particule punctiforme 
de masă m constă din energia sa cinetică e, Şi din energia potenţială epot 
în cîmpurile de forță exterioare sistemului (de exemplu într-un cimp gravi- 
taţional sau într-un cîmp electric) se poate serie 


2 2 2 
piei E E 
; 2m s 
A 2 i p, fiind componentele impulsului p al particulei, iar (v, y, zg) =r 
F, AER RAT particulei respective. Atunci din (5.3.3) se obţine că pentru 


o particulă punetiformă, dintr-un gaz de particule identice, distribuţia 
canonică este de forma 


Sade 


7 ((p2+ por p2)/2m]+ spole, 9 2) 


` w(p, £) =7’ Sin (5.3.7) 
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d Ani ete Rp 


cu 


_ Uz Pi) amr eporla, y 2) 
RT 


T e dp, dp, dp, do dydz. (5.3.8) 


Avînd în vedere că în (5.3.7) exponentul conţine dependenţa de impulsurile 
Pa Pus Pa într-un termen separat de dependenţa de v, y, 2 se vede că 
distribuţia (5.3.7) factorizează în forma 


20(p, 1) = Wulp)’ walr), C = čp le f (5.3.9) 
cu z 
faz (p2+p3 toa) _ (90-+Pu +92) 
Wulp) = Ze PA piata = fe mT ape, dpy, dpe, (5-3-10) 
i P v 
şi 


ac pot» Y, 2) 4 epot(z, Y» 2). 
war) = e n teze 997. magda: + (63-41) 


r 


Distribuţiile wu(p) respectiv wz(r) date de (5.3.10) respectiv (5.3.11) sînb 
cunoscute sub denumirea de distribuția Maxwell respectiv distribuția 
Boltzmann, iar distribuţia w(p, r) dată de (5.3.7) este cunoscută sub denumi- 
rea de distribuţie Maxwell— Boltamann. 

- Din (5.3.10) avînd în vedere că componentele Pr, Pw Și Pz ale impul- 
sului unei particule în mecanica clasică poate să aibă valori în intervalul 


(—o0, 00) şi ținind cont că 
= —az? AeA | 5.3.12) - 
Ila) =$ e*t de => E ( ) 
rezultă 
čp = (2mb TD). (5.3.13) 
Din (5.3.10) şi (5.3.14) rezultă că probabilitatea ca o moleculă a unui gaz 
să aibă componentele impulsurilor cuprinse in intervalele (Pry P + P=) 
(pp Py + apy) Și (po Pe + dP2) este | 
aW(p, p + dp) = Wulp) aP- dP, dp. = 
; TASHA 


_ (om De 7% aps pu AP: (5.3.14) 


Da avind în vedere semnificația matematică a probabilităților, 
awWw(p, p + dp) poate fi scris şi sub forma 


aw(p, p + dp) = AN, p + dp) 
$ 0 


(5.3.15) 
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A apte pain: ES 


pt A: SN 
R N 


wi Rri 


unde N, reprezintă numărul total de iiiolecule din gaziul idealsid 

ude N, reprezint? ă otal de molecule din gazul ideal şi (N 
i $ a ă numărul de molecule cu impulsurile A ateral ( i Pia. 
Din (5.3.15) şi (5.3.14) se obţine ai ji 


k e (p2+ p2+ 82) 
AN(p, p + dp) = Ne(omTe  dp,dp,dp,. (5.3.16) 
Această formulă, dă distribu ji ăi 

cpr: a di aţia moleculelor după impulsuri. Dacă în 1 
de impulsul p folosind ca variabilă viteza v a mol pp (7 Federe 
, a ecul 
că p = my, din (6.3.16) rezultă ulei, avind în vedere 
m(u2+v2+02) 


ÎN(v, v.+ dv) = x | m o ETEEN 
2rkT 


dv, dv, dv, (5.3.17) 


Această relație exprimă numărul de molecule dN(v, v + dv) cu vitezele 
în intervalul (v, v + dv), adică distribuţia moleculelor după viteze. Avind 
în vedere forma exponentului din (5.3.17) se vede că se poate serie 


3 Fi 
AN(v, v + dv) = Ne Jf AW (va da + Ava) (a = 1, 2, 3 = v, y, 2) (5.3.18) 
a=1 


cu 


AW(oay va + do.) = ANu va + dv.) = 
0 í N 
2 


m iaae = E 
== e dv. h Boii 
( 2rkT ) (9.3419) 


Mărimea dN (Va, Va + Ava) (a = 1, 2,3 = 7, Y, z) exprimă distribuția mole- 
culelor după valorile unei componente («) a vitezei. 

Dacă dorim să cunoaştem distribuţia moleculelor după modulul 
v = |v| al vitezei atunci vom trece de la componentele carteziene Vs, V 


şi v, la componentele sferice 7, $ şi 0 prin relaţiile (vezi şi tabelul 11.1) 


v, = vsin O cos p, Vy =0sin Osin q, V, =V COS 6. (5.3.20) 
Cu aceste transformări avem 
o H o 02 =, dv, dv, dv, = %° sin 0 dvd dọ. (5.3.21) 
Pentru a obține numai dependența de v şi a înlătura deci depen- . 
denta de 0 şi o, introducem (5.3 21) în (5.3.17) şi integrăm după 0 şi e 
Avînd în vedereică 
T 2m 
| sin 040 de = 4r (5.3.22) 
0 (0) 
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din (5.3.17) rezultă atunci relaţia 


ANto, v + dv) = N dci e idw (5.3.23) 


care dă numărul de molecule AN (v, v + dv) cu modulul vitezei cuprins 
în intervalul (v, v + dv). 


„Legat de distribuția moleculelor după viteze, în fizica statistică se 
detinesc următoarele viteze caracteristice ale moleculelor : viteza cea mai 
probabilă (ò), viteza medie ((»)) şi viteza medie pătratică (u= v25). 

_ Viteza, cea mai probabilă ? se defineşte ca valoarea modulului vite- 
zei v a moleculei pentru care mărimea f 
1 dN(v,v+dv) 


5.3.24 
No dv 6 ) 


definită în sensul relaţiei (5.2.23) are valoarea cea mai mare. Atunci se 
vede uşor că ô trebuie să fie rădăcina, ecuaţiei 


E g aL E (5.3.25) 
do se) 


Această ecuaţie are următoarele 3 rădăcini 


` ; 2k T 
ay =O o E 00, 90 da SUA a (5.3.26) 
o3 m 
Se poate arăta uşor că expresia (5.3.24) realizează un maxim numai pentru 
vs Deci se poate scrie 


pia |P250£., (5.2.27) 
za : 


Viteza medie <v) se defineşte prin relația 
OS = vaN(v, 0 + do) (5.2.28) 
(9) 


0 


cu dN(v, v + dv) definit de (5.2.23). Introducind (5.2.23) în (5.2.28) şi 


etectuind calculele se obţine 
(4) = ES i _ (5.2.29) 


TM 
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d 

Z 
A 
E 
: 


Viteza mêdie pätřaticã se defi | 
ătiatică, A ER y2 Hnaëta PARR e S r3} $ 
mărimii V< > se defineşte câ rădăcină pătrată a 


{TA il 4 
425 = N AN(v, v +dv) (5.2.30) 


cu AN (v, v + dv) definit de (5.3.17). I înd (£ Î i 
ou; d[i REN apte (5 ). Introducînd (5.3.17) în |[(5.3.30) şi 


3kT 
(v3 = (5.2.31) 
şi deċi viteza medie pătratică w este dată de 
= 3k T 
u = «> =V — a (5.2.32) 


Luind în considerare (5.2.31) se vede uşor că energia cinetică medie a unei 
molecule de gaz ideal monoatomic este 


di 1 3 
Kenna = C mt) a mv?) = pl (5.2.33) 


Această relaţie arată că energia cinetică medie a unei molecule într-un 


` gaz ideal nu depinde de natura gazului (întrucît nu depinde de masa m 


a moleculei de gaz) şi este proporţională cu temperatura absolută T 
a gazului. ; 

De notat că distribuţia Maxwell (5.3.10), respectiv distribuțiile 
(5.3.17), (5.3.19) şi (5.3.23) ale moleculelor după viteze, îşi păstrează validi- 
tatea şi în cazurile cînd între particulele sistemului se manifestă, interac- 
ţiuni (deci şi în cazul lichidelor şi solidelor) dacă respectivele interacțiuni 
nu depind de vitezele particulelor. Aceasta deoarece în cazurile respective 
distribuţia după impulsuri ori după viteze nu este afectată de energia de 
interacţiune. De aceea formulele (5.3.14)—(5.3.33) sînt aplicabile şi pentru 
gazele reale, lichidele şi solidele în interiorul cărora interacţiunile dintre 
particule nu depind de vitezele particulelor. : i | 

Să trecem acum la problema aflării funcţiilor termodinamice şi A 
ecuaţiei de stare a unui gaz ideal închis într-un recipient de volum V. 
Pentru un astfel de gaz energiă potenţială a unei molecule este de forma 


o) pei 0 pentru r = (%,Y, aeV (5.3.34) 
co pentru r = (x,y, 2) €V. 
Introducînd această relație în (5.3.11), obţinem 
Q= V. è (5.3.35) 
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Cu această expresi 

$ , expresie pentru č, şi À i 

: b + ȘI cu expresia (5.8. 
obținem că suma de stare per moleculă a Fist) 


pentru č, din (5.3.9) 


č = (2nmk RV, (5.3.37) 


o eaa tan den expresie a lui Z în relaţiile (5.2.46), (6.2.47) şi (5.2.50 
entr ă energia liberă F, energia internă U gi respectiv ent opid $ 
pentru gazul considerat au expresiile E pectiv entropia S 


3 N 
PF = — In (2nmk TV?) (5.3.38) 
£ 
= ARI (5.3.39) 
3Nk ; 
= Un (2nmk TV?) + 1]. (5.3.40) 


2 
Introducind (5.3.37) în (5.2.48) obţinem pentru capacitate calorică la volum 
constant 0, a gazului expresia 


sa 3. 
Oy = Nk. (5.3.41) 
Din (5.3.49) şi (5.3.37) obținem 
LIN 
9.3 . 5.3.42 
p y ( ) 


-Observîind că N = vN (cu y — numărul de moli şi N, numărul lui 
Avogadro) şi că Na: k — R (constanta gazelor ideale) relaţiile (5.3.41) 
şi (5.3.42) se transcriu | ; 


dy vŠR (5.3.43) 


pV = VRT. (5.3.44) 


Ultima relație reprezintă ecuația de stare a gazului considerat întrucît 
ea stabileşte o legătură (dependență funcțională) între parametrul intensiv 
presiune, parametrul extensiv volum Și temperatură. Relaţia (5.3.44) 
mai este cunoscută şi sub denumirea de ecuaţie Qlapeyron —MendeleeY. 


Să considerăm acum un gaz i 
vertical cu aria bazei A şi înălţimea 20 P 
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țională de la suprafața Pămîntului i 
VIA a unei bhay AE mure pi: Pontu un astfel de gaz energia poten- 


Epal% Y, 2) = mgz (5.3.45) 


dacă se ia axa Oz perpendiculară ämî i şi igi 
xa > pe suprafața Pămîntului și 
pe baza recipientului. Introducînd (5.4.45) în (5.3.11) se a A eu 


E EE (a RD | 
bi mi Gec ga, (5.3.46) 


Din (5.3.46), (5.3.13), (5.3.9) şi (5.3.5) rezultă că suma de stare Z i 
considerat este dată de expresia a gazului 


pi (270)3N2 AN 


[mT — e "Y. (5.3.41) 

| Introducînd această expresie în relaţiile (5.2.46) şi (5.2.47) obţinem că 

| energia liberă F şi energia internă U pentru gazul în cîmpul gravitațional 
au expresiile i 


MEZo 


/2 ; Br 
p = — NkT In Br [mera —e ) (5.3.48) 
oa nern 5 pi [e pa a 5.3.49 
= 22-47 ze sale . - — (5.3.49) 


Capacitatea calorică la volum constant a gazului considerat va fi 


me 


GE a =] = ps — e 1) 
oT jy GUESA 


; E peA] ; 
SON mon Tha 3; P -a f (5.3.50) 
2 (2 k a 
Pentru presiunea gazului la capătul superior al cilindrului din (5.2.44) 
şi (5.3.48) obţinem expresia 


an Z ET ( om2) 
P ( GAA ), A do 
d E meta 
RT % 

Nmd yannan (5.3.51) 

A _ mo 

1—e i 
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Ținînd cont de (5.3.11) și (5.2.45 
AN(2, 2 + d2) cuprinse în intervalul ( 


se vede că numărtii „dă tiolecul& 
2, Z + dz) se scrie 


AN(z, 2 + d2) = An(2) de = An(0) e (mei) dz (63:52) 


unde n(0) şi n(2) sint numerele de molecule di i ) 
nde n 2 e din unitatea de volum 1a” àl- 
titudinile 2 = 0 respectiv z =z. Atunci se poate scrie zi tic 


La 


mEzo 


È ua il -e 
N= A dN(z, + dz) = Ano) H= garr], (5.3.53) 


Introduciînd această expresie a lui N în (5.3.51) se obține 


mEzo MEZo 


P(o) = n0) kTe "T = p(0)e 27 


unde p(0) = n(0)kT este presiunea la altitudinea z = 0 

Formula (5.2.54) poartă denumirea de formulă barametrică. Ea este 
aplicabilă, de exemplu, la calculul variației presiunii cu altitudinea zo în 
atmosferă, dacă se consideră că atmosfera este un gaz în echilibru termodi- 
namic și se lucrează cu valori ale lui 2, mult mai mici decit raza Pămîntului. 
(Ultima condiţie este impusă de corectitudinea aproximării energiei poten- 
tiale a unei molecule cu expresia (5.3.45).) De consemnat că întrucît pentru 
gazul considerat în cîmpul gravitațional, 2, este un parametru extensiv 
iar p(z) este un parametru intensiv, relaţia (5.3.54) poate fi privită şi ca 
ecuaţie de stare a gazului respectiv. 

De notat în încheiere că toate rezultatele obţinute şi discutate în 
paragraful de faţă se referă la gaze ideale, pentru care energia, de interac- 
ţiune între molecule este neglijabilă în comparaţie cu energia lor cinetică 
şi cu energia lor potenţială în cimpuri externe. Dacă dorim să ne referim 
Ja cazul gazelor reale, cînd energia de interacţiune între molecule poate 
deveni comparabilă cu energia lor cinetică şi cu energia lor potenţială în 
cîmpuri externe, acest fapt trebuie luat în considerare în calcule şi atunci 
formulele prezentate în acest paragraf se vor modifica în mod corespunzător. 


§ 5.4. TEORIA "DULONG-PETIT A  CĂLDURILOR SPECIFICE 
ALE SOLIDELOR IDEALE 


Dă 


ideră solid cristalin i in N atomi identici 
nsiderăm un solid cristalin ideal format din N : jì 
Ai lor de interacțiune puternice dintre el atomii 


m. Datorită torţe A E 
n a mişcărilor termice nù se pot depărta prea mult de anumite poziţii 
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de echilibru ale lor, poziţii reprezentate de noduri 
bru oziţ € durile rețelei cristali 
ia o ai aproximaţie (propusă de Dulong şi Petit) se ii a 
ă mișcările termice ale atomilor sint mici oscilaţii în jurul iției 
echilibru. În această aproximație energia de ciur ala, Sti gr A 
ei poate fi înlocuită cu o energie potențială de tip oscilator pent Pfi Ca 
atom. Dacă vom considera cristalul cu simetrie cubică dit zi nti alá 
de oscilație a unui atom poate fi scrisă sub forma EE a 


epe = (a + 9? +2) (5.4.1) 


dacă notăm cu n constanta elastică și presupunem atomul plasat în origi- 
nea axelor de coordonate. De notat că în aproximaţia menţionată energia, 
sistemului de particule poate fi scrisă, ca în cazul gazelor, sub forma dată 
de relaţiile (5.3.1) şi (5.3.6) cu energia potenţială dată de (5.4.1). Atunci 
suma, de stare Z a solidului poate fi calculat via relaţiile (5.3.5), (5.3.10) 
(5.3.11) şi (5.3.13). A 

Introducînd (5.4.1) în (5.3.11), integrind. după v, y şi z de la —co 
la + œ, cu ajutorul relaţiei (5.3.12) avem 


ET X32 3 
(a = ( ui ) . (5.4.2) 
4 Li 


De notat că în calculul lui te cu ajutorul lui e, dat de (5.4.1) ar trebui 
să luăm limitele de integrare după v, y şi 2 în limitele volumului V ocupat 
de solid. Dar, deoarece funcţiile exp i al (£a = 2, Y, Z) sint foarte 
rapid descrescătoare cu creşterea distanței față de poziția de echilibru 
a atomului, se comite o eroare relativ mică luînd pentru z, ca limite de 


integrare valorile — oo și -+ 00. E $ 
Din (5.3.5), (5.3.9), (5.3.11) şi (5.4.2) rezultă că suma de stare a unui 


solid ideal este. 


J 


3N 
A ( 2rkT ) (5.4.3) 
4 o 
unde 
A a E 0 (a 
reprezintă pulsația oscilaţiilor atomilor. 5 energia intemă U 


Introducind (5.4.3) în formula (5.2.46) obţinem c 


a solidului în aproximația considerată este egală cu 


/ U = 3NkI. (5.4.5) 
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Cu această expresie pentr in (5 
ceastă expres entru U din (5.2.28 i i 
calorică a solidului expresia ce E T e 


Gita 0 a 
cg = SNN. (5.4.6) 


Dacă à i = ă 

pa e at EA N F vNa h y E ea de moli şi N, numărul lui 
ga 3 vedere că a'k = R (constanta gazelor id 

relaţia (5.4.6) se transcrie j zip 


0 = 3yk, (5.4.7) 


„Această relaţie este cunoscută sub denumirea de formula Dulong- Petit. 
Ea exprimă valoarea capacităţii calorice a solidelor în aproximaţia 
menţionată. 

De notat că formula (5.4.7) este confirmată de experienţă doar pentru 
temperaturi în jurul celor obișnuite (T~ 300 K). Aceasta denotă, că numai 
la astfel de temperaturi este justificată aproximaţia menţionată în descrie- 
rea corpurilor solide. 


§ 5.5. ELEMENTE DE TEORIA FLUCTUAŢIILOR 


Dacă un sistem termodinamic se află într-o stare de echilibru, atunci 
orice mărime macroscopică A: dependentă de microstările sistemului 
(adică, în limbajul notaţiilor folosite, orice mărime A = A(2)) nu va fi 

ae constantă în timp ci se va modifica 
A -încontinuu în jurul unei valori medii 
de echilibru <A> (fig. 5.5.1). 

Această modificare continuă se 
datoreşte mişcărilor termice ale mi- 
eroparticulelor ce alcătuiesc sistemul. 
Abaterile continue ale mărimilor fi- 
zice de la valorile lor medii, cauzate 
de mişcările termice, poartă denu- 
mirea; de fluctuații. În studiul siste- 
melor termodinamice pe lingă calculul 
valorilor medii macroscopice este ade- 
sea important să fie calculate şi mărimi 
Fig. 5.5.1 ce caracterizează cantitativ. fluctua- 

ţiile.De consemnat că fluctuațiile apar 


numai în descrierea statistică a sistemelor termodinamice şi nu apar in 


descrierea termodinamică (fenomenologică) a respectivelor sistemna, FUE 
tuațiilo explică o ser ie de fenomene fizice cum ar fi opalescența critică ş 
i 


180 X 


, 


apariția zgomotelor” 


în circuitele electroni : 7 ? AT 
N e, , ce si per im 
de sensibilitate a instrumentelor de măsură ye ermi SE 


a pi cum am menţionat şi în $ 5.1 descrierea fluctuaţiilor se face 
u ajutorul momentelor centrate ((A — (AY)"> pentru o mărime A şi cu 


ajutorul momentelor mixte CA — CAW(B — (BY) pentru două mărimi 
A şi B. În practică, însă adesea pentru caracterizarea fluctuaţiilor se folo- 
sese doar primele dintre momentele amintite, respectiv mărimile C(A — 
— CAD) şi CA — CAB — <B>). Prima dintre ele se numește dispersia 
mărimii A, iar ultima se numeşte corelaţia mărimilor A și B. Radicalul 
de ordinul doi din dispersie, adică mărimea (A — (49), se numește 
abaterea medie pătratică a mărimii A. ; 

Avînd în vedere relațiile (5.1.7) şi (5.1.8) se vede că mărimile ce carac- 
terizează fluctuațiile (în particular dispersiile şi corelațiile) depind de distri- 
buţia w(x) ce caracterizează sistemul termodinamic. În continuare vom 
prezenta, unele probleme ale descrierii fluctuaţiilor prin dispersie și core- 
laţii, pentru cazul cind sistemul termodinamic este descris de o distri- 
buţie canonică. 

Să calculăm pentru început dispersia <(A — CAR) în cazul cînd 
mărimea A reprezintă energia; internă a sistemului, adică A(x) = (2) 
(hamiltonianul sistemului). Avem, 


UR — Hy = (2 = 29000) + OD) > 0) — 


(5.5.1) - 
Ținind cont că distribuția -canonică se poate scrie sub forma 
T E =$ Ce i pe (5.5.2) 
$ Z Ttot kT i r 
se pot scrie următoarele relații 
i i F 1 7 
CHY = sa) ulm) de = A H (a) e7 da = 
Ttot : Z Tot : 
i nZ 
îi -22A -02a dr = PASE (5.5.3) 
Z op T tot 3 Z âp 26 
<W? = $ o) wla) da = Zç 3050) IAN doms 
Tiot dit că 
' į 2 
Aw S e [i Mie MA (5.5.4) 
Z 062 Jri Zop 
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A SN vă 
Combinind relaţiile (5.5.1)— (5.5.4) 
giei unui sistem termodinami i8 d i 
l j amic deser ribuții | 
„este descris de distribuţia canonică este dată 


rezultă, că dispersia fluctuaţiilor ener- 


Zz ap. | a (5.5.5) 


Ace ast re l ). ` ; t d 


ACRE DIS =L zi | > 


n cazul unui gaz ideal nesupus actiunii șI 
Z osto dat de expresia (5 Ais upus acțiunii vreunui cimp extern de forțe 
3 xt xpresia (5.3.37). Introducind expresia respectivă 5.5.5 
obținem pentru dispersia energiei xpresia respectivă în (5.5.5) 
3N 
(W — WY) = Pai pr = = k2 T2, (5.5.6) 


În cazul unui solid eristalin în aproximaţia Dulong-Petit suma de stare 


este dată de relaţia (5.4 3). Atunci din (5.5.5) şi (5.4.3) rezultă că pentru 

un solid în aproximaţia respectivă dispersia, fluctuaţiilor energiei are 
expresia 

UP — LWY = 3N p = 3N eT”. (5.5.7) 

Drept exemplu de corelație a două mărimi <(A — <A>) (B — <B>)? 


cităm cazul cînd A = — energia internă şi B = p — presiunea. Evident 
putem scrie 


UW — UPX) (p — P) = Lp — <H> P>. (5.5.8) 
Din (5.2.49) se vede că, notind $ = 1/k'7, se poate scrie : 


orsel 


Seii bre AG pice = OH (a, V) pete, de = 
p Zov) Zoo. 


Xa VIN = 5.5.9 
( = > pa (5.5.9) 


Tinînd cont de expresia lui p(w) definită de această relație rezultă că putem 
serie i 


(Hp 4 (Hla) plia) = to Y) ae „Beta du = 
page)” 


ER oe 
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Pe A a relațiile (5.5.3), (5.5.9) şi (5.5.10) găsim că în cazul unui-sistem 
E inamic descris de o distribuţie canonică fluctuațiile energiei şi 
presiunii sint caracterizate prin corelaţia dată de relaţia : 


CP — CP) (p — <p))> = E dia 


Z aplay \e 
i 2ln Z dn Z 
x ap ) əv r prag 


În cazul unui gaz ideal, în absența cimpurilor externe de forțe, suma de 
stare Z este dată de (5.3.37). Introducind respectiva, expresie în (5.5.11) se 
obţine că în cazul unui gaz ideal corelaţia fluctuaţiilor energiei şi presiunii 
are expresia 


Ce — CP) (p — Kp) = = Mpa = 


+ (5.5.12) 


Să prezentăm acum un exemplu concret al modului cum fluctuațiile 
influenţează sensibilitatea, aparatelor de măsură. Ne vom referi la aparatele 
de măsură a căror piesă principală constă 
dintr-un fir de torsiune de care se suspen- 
dă o piesă activă asupra căreia acţio- 
nează un cuplu de forțe exterioare, al 
cărui moment este proporţional cu mă- 
rimea de măsurat. Vizualizarea unghiu- 
lui de.rotire al firului se face cu ajutorul 
unui fascicul luminos se ce reflectă pe o 
oglinjoară lipită de firul de torsiune 
(fig. 5.5.2; a) 

Datorită mișcării termice a mole- 
culelor şi atomilor din firul de cuarţ şi ~ Piesă activă 
din piesa activă suspendată de fir (care ; 
împreună formează un sistem termodi- 


l - 

namic) firul va executa mici oscilații ha- iat 
otice în jurul poziţiei de echilibru chiar b) To 
şi în absența unor acțiuni exterioare. ; 
Aceste oscilaţii nu sint altceva decit Fig. 5.5.2 
fluctuații ale unghiului de rotaţie e al ge A 
tirului, fluctuații care se traduc prin fluctuații ale indicaţiilor pe scara gra- 
dată a aparatului (fig. 5.5.2, D): E Sie 

să vedem cum pot fi caracterizate cantitativ fluctuațiile amintite 
ale unghiului e. Firul împreună cu piesă activă formează un sistem meca- 
nic cu un singur grad de libertate deseris de coordonata generalizată ¢. 
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Răsucirea firului cu un unghi ọ este înso 


unei energii potenţiale dată de relaţia, 


țită de înmagazinarea în fir a 


1 
E Ge (5.5.13) 


unde G este modulul de elasticitate de torsiune al firului. Atunci prin ana- 


n cl ia fluctuațiile unghiului sînt descrise de densitatea de pro- 


jo zao) Aa 
DD) Se ie E ac eg N (5.5.14) 
Čo te 
unde 
7 _ Epatl) = 2008 e ai 
(ee e AI do =f e m dg ES (5.5.15) 


De notat că în (5.5.15) integrarea ar trebui în principiu să se facă pentru 
valori ale lui ọ cuprinse în limitele domeniului de elasticitate ale firului. 
o? 


Dar deoarece e 2% este o funcţie rapid descrescătoare de variabila e nu 
se comite o eroare prea mare înlocuind la integrare domeniul de elastici- 
tate cu intervalul (— co, 00). Cu distribuția (5.5.14) — (5.5.15) se obțin 
următoarele relații ; 

GY? 


K= e pwlp) de =N pe dọ =0 (5.5.16) 
—co de — o% z 
Gọ? š 
Ei a le d pg LA 5.5.17 
(9) N pleap iy | ge ce za ( ) 


p*—00 


Din aceste două relații rezultă că dispersia fluctuaţiilor unghiului este 


kT. ) 
„era 9) = ED aaa e Da cal (5.5.18) 
Deci abaterea medie pătratică a fluctuaţiilor este 
i au E e AR, 
Ag = Ve = (e) = E | (5.5.19) 


i i i ăsurarea 
Este evident că aparatul de măsură nu poate fi folosit la măsi > 
unor mărimi pi tarie în aparat rotații cu unghiuri mai mici decit 
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Ag, deoarece astfel de rotații nu mai pot fi deosebite de fluctuațiile t i 

spontane ale aparatului şi deci rezultatul înregistrat de a Ae a Ă z A 
nicio semniticaţie din punct de vedere al măsurătorilor AEA Pa, 
că dacă avem o mărime de măsurat A şi relația de proj orțio itatea Ten 
A cu ọ este de forma ; j peria 


ii cu, (5.5.20) 


precizia limită AA, cu care mai poate fi măsurată mărimea A este dată 
de relaţia 
kT 
AA ERAD = Q T (5.5.21) 


Valoarealui Aọ şi a lui AA m trebuie desigur cunoscute pentru fiecare aparat 
în parte. Ca exemplu cităm că pentru un aparat la care G = 5,14 - 10-18 
I rad: din (5.5.19) rezultă Ag z 1,8%. Deci un aparat cu astfel de caracteris- 
tici nu poate fi folosit pentru măsurt mărimi cu o eroare în ọ de ordinul 
1,8* sau mai mică, deoarece unghiului de măsurat i se suprapun fluctuațiile 
de torsiune ale. aparatului. 

Revenind la problema generală a fluctuaţiilor să prezentăm o relație 
între dispersiile şi corelațiile a două mărimi macroscopice A şi B referi- 
toare la un acelaşi sistem termodinamic şi dependente de microstarea sis- 
temului (adică sînt mărimi de forma A = Atz), B = B(x) în limbajul 
folosit în acest capitol). Vom nota cu (A) şi (BY valorile medii ale celor 
două mărimi şi AA = A — (A) respectiv A B=B — <B>. Fie A un para- 
metru real arbitrar. Atunci se poate scrie relaţia evidentă 


(AAA) —A BP) > 0 (5.5.22) 


(aceasta deoarece mărimea de mediat este pozitivă fiind un pătrat, iar 
medierea se face cu ajutorul unei densități de probabilitate care este întot- 
deauna pozitivă — vezi şi relațiile (5.1.6) — (5.1.8)). Relația (5.5.22) se 
transcrie în forma . : : 


CA 42 — 2AA- AB) + (AB) > 0 (5.5.23) 


Pentru ca relaţia (5.5.23) să fie satisfăcută pentru orice valori ale para- 
metrului à, după cum se ştie din algebra elementară trebuie ca discrimi- 


nantul ecuaţiei în A să nu fie pozitiv, adică 


CNA: ABX — AA) <A B?) <0. (5.5.24) 
| De aici rezultă relaţia 

| CD 42 <A B?) > (AA AB. (5.5.25) 
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i eu nel al A 


Această, relaţie arată că în cazul a două mărimi macroscopice A şi B care 
fluctuează produsul dispersiilor lor este mai mare sau cel puţin egal cu 
pătratul corelaţiei lor. Introducînd notaţiile AA = |< A43 şi AB = 


= <A B? din (5.5.25) se obţine următoarea, relaţie pentru abaterile medii 
pătratice AA şi AB 


AA: AB >|(AA: AB)|. (5.5.26) 


De notat că relaţia (5.5.26) este înrudită 1 din multe puncte de vedere cu 
aşa numitele relaţii de nedeterminare din mecanica cuantică în versiunea; 
lor teoretică (adică în versiunea în care sînt deduse din aparatul matema- 
tie al mecanicii cuantice şi nu din analiza aşa-numitelor experimente men- 
tale). 


a E 
1 Pentru detalii asupra acestui p 
S. Dumitru, Physica scripta (Swe 
cal Letters (Lausanne), 15 (1977), 


dere a se vedea: $ 
Ea SA (1974), p. 101—103 şi S. Dumitru, Epistemologi- 
; 


p. 1—78. 
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Elemente de electromagnetism 


6.1. SARCINI ELECTRICE ȘI CÎMP ELECTROMAGNETIC 


Conform reprezentărilor noastre actuale, în 'natură există particule 
elementare şi sisteme mai complexe constituite din astfel de particule. 
Sistemele formate dintr-un număr mic de particule elementare (atomi, 
molecule), împreună cu, particulele elementare sînt denumite cu numele 
generic de microsisteme sau microparticule. Caracteristica cea mai gene- 
rală a tututor microparticulelor este legea de interacțiune dintre ele. 
Interacțiunile dintre microparticule sînt complexe şi studiul lor complet 
este încă departe de a fi încheiat. La ora actuală se cunosc următoarele 
tipuri de interacțiuni (luate în ordinea intensității lor) între microparticule : 
interacțiuni tari, interacțiuni electromagnetice, interacțiuni slabe şi inter- 
acţiuni gravitaționale. Pi 

Interacțiunile electromagnetice — pe care le vom prezenta în acest 
capitol — au următoarele caracteristici: se manifestă chiar dacă micro- 
particulele se afă la distanțe mari între ele şi nu depind de masa particu- 
lelor. Experienţa arată că în cazul cel mai simplu a două microparticule 
aflate în repaus una faţă de cealaltă, interacţiunea electromagnetică se 
manifestă prin forțe, egale şi de sens contrar, ce acţionează asupra Micro- 
particulelor. Aceste forţe depind de : distanţa dintre particule, de o mărime 
caracteristică particulelor numită sarcină electrică şi de proprietăţile mediu- 
lui care înconjoară particulele. În cazul unui mediu omogen Și izotrop 
constatările experimentale menţionate pot fi exprimate cantitativ prin 
legea lui Coulomb 


p tiM d et: (6.1.1) 
Amene ip 

Aici F semnifică forţa cu care particula 7 acţionează asupra paon x; 
iar r raza vectoare a particulei 2 în raport cu particule 1. Mărimile Q, ş 
Q, sînt sarcinile electrice ale celor doua particule, 


co = (4779: 109)-1 [F/m] (6.1.2) 
iar s, este constanta 


este constanta dielectrică (permitivitatea) vidului, A află particulele. 


dielectrică (permitivitatea) relativă a mediului în car 
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Intrucit forţa dată de (6.1.1) se referă j î 
particule se află în SA a mi G a a E EA 
interacțiune electrostatică. Experiența arată că le « “ţi (3) Aa 
este adevărată numai pentru sarcini electrice afl te în E ua de ia 
siuni neglijabile în raport cu distanța dintre ale rii fad 
n-acelaşi timp trebuie remarcat că din această leg i onii P 
se realizează interacțiunea între sarcinile Kodit pia liini teca 
; E DUCI i Lu lle electrice, ea menţinind vechea, 
et fretzar aaa la distanţă introdusă în fizică prin legea atracției uni- 
| Forţele de interacțiune electrostatică, după cum arată experiența 
sint de atracție şi de respingere. Între particule identice avem intotdeauna; 
forţe de respingere. Există două tipuri de sarcini electrice, unele numite 
sarcini pozitive şi altele numite sarcini negative. Între sarcini de același 
semn intervin forţe de respingere, iar între cele de semne contrare, forțe 
de atracţie. De remarcat apoi că, în conformitate cu datele de pină acum ale 
experienţei fizice, admitem că toate sarcinile electrice cunoscute pînă în 
prezent se dovedesc a fi multiplii întregi ai unei sarcini electrice elemen- 
tare de valoare |e] = 1,6 - 10-19 0. Menţionăm aici că teoria fizică prevede 
existenţa, unor particule numite quark, care ar trebui să aibă sarcina elec- 


trică fracţionară (respectiv + = Je] și ae tel); dar pînă în. prezent 


existenţa acestor particule ipotetice nu a fost atestată de experiență. Legat 
de existenţa, sarcinilor electrice elementare se poate pune în principiu pro- 
blema, dacă există vreo diferenţă între valoarea absolută a sarcinii elemen- 
tare negative (purtată de exemplu de electron) şi cea a sarcinii elementare 
pozitive (purtată de exemplu de proton). Experiențele arată că dacă o 
astfel de diferenţă există, ea este mai mică decit 10-% |e]. 

Electronii pot fi îndepărtați din atomi sau molecule prin procese de 
ionizare, iar corpurile, în ansamblul lor, pot primi sau ceda electroni deve- 
nind prin aceasta încărcate negativ sau pozitiv. Ceea, ce este remarcabil 
este faptul că în toate aceste procese, ca şi în general în toate procesele 
naturii, acţionează legea conservării sarcinilor electrice. Această lege con- 
semnează că în toate procesele din natură suma algebrică a sarcinilor elec- 
trice nu se modifică şi ea se dovedeşte a fi una din legile fundamentale ale 


naturii. : 

în cazul sarcinilor electrice aflate în mişcare s-a constatat că între 
ele intervine și o interactiune magnetică, pe care o putem considera ca pe un 
efect relativist al mișcării. Interacțiunea dintre sarcini devine, in acest caz, 
mai complexă şi se realizează prin forțe electromagnetice. Studiul alee 
forțe s-a putut face pe baza noţiunii de cimp electromagnetic, npa e 
Faraday încă din anul 1851. Experimental s-a dovedit că în cazul e isa 
general forța care acţionează asupra unei sarcini electrice tuya a 7 > 
în mişcare depinde numai de viteza ei v, de valoarea sarcinii ei Q şi de ponpe 
ei față de alte sarcini. Aceste constatări sînt cuprinse în următoarea exp 
sie a forței F ce acţionează asupra sarcinii Q 


. 


F= QE +v x B). A (6.1.3) 
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di E şi B sînt două mărimi vectoriale care determină cimpul electromag- 
n el ap găseşte sarcina Q. Vectorul E reprezintă intensi- 

PULU € e, iar vectorul B inducția câmpului, magnetic. Relația 
(6.1.3) ne arată că putem concepe interacţiunile dintre sarcinile electrice: 
ca pe interacțiuni ale unei sarcini cu cimpul electromagnetic creat de restul 
sarcinilor electrice. Aşa cum vom arăta în continuare, cimpul clectromagne- 
tic este definit printr-un număr relativ mie de mărimi fizice şi de legi care 
îl caracterizează în mod univoc şi complet. Cunoaşterea acestor legi oferă, 
posibilitatea tratării unitare a multitudinii de fenomene electromagnetice 
cunoscute pînă în prezent. 

Cazul interacțiunii electrostatice a două particule aflate în repaus 
(cînd forţa de interacţiune este dată de (6.1.1)) evident că poate fi consi- 
derat ca un caz particular al cazului general al sarcinilor în mişcare arbi- 
trară (cînd forţa de interact iune ce acţionează asupra unei sarcini electrice 
este dată de (6.1.3.)). În cazul static avem desigur numai un cîmp electro- 
statie. Atunci, dacă în interacţiunea, descrisă de (6.1.1) considerăm parti- 
cula 2 ca aflîndu-se în cîmpul creat de particula 7, din (6.1.3) rezultă, că, 
am putea scrie 


F=Q0E . (6.1.4) 


Comparînd această formulă cu (6.1.1) se vede că expresia cîmpului electro- 
static creat de o sarcină punetiformă Q este dată de relaţia 


O ea (6.1.5) 


: Amen T ' 


unde r reprezintă vectorul de poziție al punctului unde! se socoteşte cîmpu t 
în raport cu punctul unde se află sarcina ce crează cîmpul. 

Revenind la discuţiile generale legate de proprietăţile cimpului elec- 
tromagnetic, observăm că în conformitate cu (6.1.3) un cimp electromag- 
netice acţionează cu o forță asupra oricărei particule purtătoare de sarcină 
electrică plasată în cimpul respectiv. În urma acestei acţiuni particula își 
schimbă în general energia, impulsul și momentul cinetic, ceea ce înseamnă 
că însuşi cîmpul electromagnetic posedă astfel de mărimi. Rezultată deci, 
că însuşi cîmpul electromagnetic este o entitate fizică cu existenţă reală 
şi cu proprietăţi specifice care îl definesc. Aşa cum vom arăta mal tirziu, 
cîmpul electromagnetice are o existență reală, independentă de sarcinile 
electrice. Cîmpul electromagnetic reprezintă o formă de existență a mate-- 
riei prin intermediul căreia interacțiunile electromagnetice se transmit din 
aproape în aproape cu viteză finită (e = 3: 109 m: SE : 

Pentru a putea defini un cîmp electromagnetic la nivel macroscopic 
și în cadrul unei teorii clasice, fără a face apel în mod direct la forțele cu 

-care el acționează asupra sarcinilor electrice, să observăm că din relația 
(6.1.3) respectiv din faptul că F = F(x, t) [adică F depinde de poziția (r) şi 
de timpul (t)] rezultă că avem E = E (r, ù) şi B = Bir, t). : 

În aceste dependențe continue de poziţia (r) şi de timpul (t) ale valori- 
lor macroscopice ale cîmpului electromagnetic vom înțelege prin E şi 


valorile medii ale cîmpurilor microscopice create de particulele încărcate 
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«electric (electroni, protoni etc.), aflate într-o stare de mișcare rapidă. Aceste 


V A utorul OV infi it j j io 
CR X a) i : n piunii de „infini mic din punc de 
) = ) linie Sau intervale de tir np sufici | pi 
volum de „all d - uficient de Mari în compa 
o e a Ne cu d 5 Aan ele dintre ) r J] ] y ) j ] i ‘ 
(ARS respectiv In compa aie cu neomog ităţi | ice ale mediului 
-0 : enitățile IMICTOSCOPI l | i 
ȘI cîmpului dar Î i ti j i suficient de 
DUCI In comparaţie cu neomog mi ți i ȘI im- 
< enită ile macros B j i i î 


il 


E(r, t) = n 
0 


[size (7, t) dr dt (6.1.6) 


trebuie să fie funcții continue de poziţie şi timp. (Pentru detalii vezi şi 
„consideraţiile făcute în $ 6.8). 

În aceste condiţii, pentru a afla funcțiile E(r, t) şi B(r, t) trebuie să 
„cunoaștem anumite ecuaţii pe care le satisfac. Astfel de ecuaţii le putem 
obține din datele experimentale şi cu ajutorul raţionamentului matematic. 
Ecuațiile fundamentale pe care le satisfac funcțiile vectoriale E(r, t) şi 
B(r t) sint cunoscute sub denumirea de ecuatiile lui Maxwell. Aceste ecuaţii 
joacă în electromagnetism un rol similar cu rolul pe care îl joacă în meca- 
nica clasică ecuaţiile lui Newton. 

Pentru a face intuitive unele proprietăţi ale cimpului electromagne- 
tic se foloseşte noţiunea de linie de cîmp. Linia, de cîmp reprezintă curba, 
tangentă la vectorul E(r, t) (respectiv la B(i, t)). Experienţa arată că liniile 
cîmpului electrostatic îşi au originea în sarcinile pozitive şi se sfirşese în 
cele negative sau la infinit, în timp ce liniile cîmpului magnetic sînt întot- 

deauna curbe închise. Legat de acest fapt, se spune că în cazul electric cim- 
` pul are surse (aceste surse fiind toemai sarcinile electrice), iar în cazul 
magnetic cîmpul nu are surse (nu există „sarcini magnetice” ; facem abs- 
tracţie aici şi în restul cărţii de teoriile recente, neconfirmate încă experi- 
mental, conform cărora în natură ar exista şi sarcini magnetice, aşa DU- 
miţii „unipoli Dirac”). u 

Facem de asemenea, precizarea că teoria clasică a cîmpului electro- 
magnetic şi a particulelor încărcate electric, cuprinde legile fundamentale 
ale electrodinamicii clasice cu valabilitate numai în acele cazuri in care 


h a : 
lungimea de undă asociată particulelor ( à =—, h fiind constanta lui 


Planck, iar p impulsul particulei purtătoare de sarcină electrică) este mică 
în comparație cu dimensiunile spațiale ce sînt luate în considerație. În acea- 
stă aproximație însă, pot fi studiate o serie de fenomene electromagnetice, 
inclusiv mișcarea nerelativistă a unor particule grele (protoni, aaciaeo 
particule a ete.) şi mişcarea relativistă a particulelor uşoare (a electr oni or), 
în care cazuri tratarea cuantică nu aduce decit corecpii neglijabile. Fireşte, 
există multe fenomene electromagnetice la scară atomică ŞI subatomică 
care nu pot fi studiate decît în cadrul unor teorii cuantice; dar care nu vor 


fi abordate în acest volum. 
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$ 6.2. ECUAȚIILE MAXWELIL-LORENTZ 


pei Kè i$e m . x x TEP nS . A 
E ai ie tatea esențială a „părții magnetice a unui cîmp electromag- 
netic de a avea numai linii de cîmp închise poate fi exprimată printr-o» 
lege diferențială ce se obține cu ajutorul iunii i j 
ge diferențială i ajutorul noțiunii de flux. Numim fluz al. 
vectorului B prin elementul de suprafaţă dS mărimea dð = B- dS, unde: 
Si aq x è . . A v . ? v 
daS = nds este vectorul asociat (fig. 6.2.1). Dacă ne referim la o suprafaţă, 
finită, vom numi flux al vectorului B prin suprafaţa respectivă mărimea, 


D Was, | (2.6.1) 
(S) 


Întrucît, după cum s-a menționat, experiența arată că liniile cimpului 
magnetic sînt întotdeauna curbe închise, luînd o suprafaţă închisă arbi- 
trară numerele liniilor de cîmp magnetic care intră şi a celor care ies prin 
această suprafaţă sînt egale între ele. Aceasta înseamnă că fluxul total al 
vectorului B printr-o suprafaţă închisă arbitrară este nul. Matematic acea- ` 
sta se exprimă prin relația ; 


dp BE o (6.2.2) 


Aplicînd teorema Gauss-Ostrogradski [62] integrala de suprafață se poate 
transforma în integrală de volum conform relației 


dp Bas = 44 yBar. ; (6.2.3) 
(S) í 3 


(Y) i 


Întrucât suprafaţa închisă (S) care intră în discuţie în (6.2.3) este arbitrară, 
relația (6.2.3) este îndeplinită numai dacă 


yB = 0. (6.2.4) 


Această relație reprezintă una dintre ecuațiile lui Maxwell și exprimă fap- 
tul că nu avem surse ale cîmpului magnetic în nici un punct din spaţiul 
unde este definit cîmpul respectiv. ae 

Un alt fenomen remarcabil legat de cîmpul electromagnetic îl cons- 
tituie inducția electromagnetică. Din experienţă cunoaştem o lege a inducției 
electromagnetice (legea lui Faraday), care leagă tensiunea aloatram oigan 
(t.e.m) Z indusă într-un circuit închis (LI) de variaţia în timp a tay x 
magnetic ® printr-o suprafață arbitrară (8), ce se sprijină “pe conturul (T} 


al circuitului (fig. 6.2.2), prin relația 


Reamintim că t.e.m. £ este egală cu lucrul mecanic al cimpului electric E 


Ținind cont de expresia (6.1.3) avem atunci 


e = $E ds. (6.2.6) 
i) 


Suprafața 
(S) 


Volumul W 


Fig. 6.2.1 Fig. 6.2.2 


Relaţiile (6.2.5) şi (6.2.6) sînt adevărate pentru orice contur închis, arbi- - 


trar ales. Aplicînd teorema lui Stokes [62] transformăm integrala, pe contur 
(6.2.6) (numită şi circulația vectorului E pe conturul T), într-o integrală 
pe o suprafaţă arbitrară ce se sprijină pe conturul (T), prin relaţia 


Ed- N y x E-ds. (6.2.7) 


T) : (S) 


Tinînd cont de (6.2.5) şi de (6.2.1) obținem 


SN e aa [$2-2 
(S) : : (S) 
sau : (o aa = OES (6.2.8) 


(S) 


închisă j riji ea sînt arbitrar 
ît curba închisă (T) şi suprfața (8), ce se sprijină pe ea sint arbitr: 
pile hi că relaţia 6.2.8) este îndeplinită numai dacă este satis- 


tăcută relaţia 


“RR 3B 
II a (6.2.9) 
7 XE Fi 
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E ul 


Ac 3 UW š D 7i i ii 
nete este tot o ecuaţie a lui Maxwell și impreună cu (6.2.4) constituie 
pri E de ecuatii Mavwell. 
TAPE es că acum să căutăm cea de a doua pereche de ecuaţii Maxwell. 
sute RA a să considerăm în spaţiu o distribuţie arbitrară macroscopică, 
A ar Ro ectrice. Fie elr, t) = dQ/4Y densitatea distribuţiei lor volu- 
d T Atunci, cîmpul electric creat de sarcina dQ' la distanța r de ea 
E 2 ), într-un mediu omogen şi izotrop, caracteri zat prin constanta 
pielectrică e = eye, va fi dat de expreisa 
aQ’ UITER 
E IEAM L RER 


x = 6.2.10 

drer? ARE E R ‘ ) 
Fluxul vectorului dE’ printr-un element de suprafață dS va fi edat de 
expresia 


dð’ = dE’ - ds. (6.2.11) 


Dacă integrăm acest flux pe o suprafaţă închisă arbitrară 5S, care închide 
în interiorul său elementul de volum dY”, vom avea fluxul total prin supra- 
faţa, închisă creat de sarcina dQ’ dat de expresia 


aa = df ao = pdv d I +05, pdY pan = dQ 


ÅT E, Eo r3 Are e e 


Il 


r- dS 
r? 
care se vede elementul de suprafață dS din 
punctul unde se află sarcina dQ’ (fig. 6.2.3). 
Expresia (6.2.12 ne dă fluxul creat de sar- 
cina dQ’ = pd% printr-o suprafață închisă 
ce o înconjoară. Evident, atunci fluxul to- 
tal al cimpului electric datorat tuturor sar- 
cinilor care se găsese închise în interiorul 
suprafeţei, se obţine însumînd fluxul ele- | 4 
mentar dð’ după toate sarcinile din interior, adică integrînd după ag’. 

Atunci, din (6.2.12) avem ; 


i (e T N ca, | (6.2.13) 


unde dQ = este unghiul solid sub 


Fig, 6.2.3 


€ 
i Pe de altă parte, fluxul total ® al câmpului electric E = | dE’, datorat 
| tuturor sarcinilor din interior, prin suprafaţa închisă (S) poate îi scris sub 
5 forma, 
f | 9 = dp Eas. (6.2.14) 
4 j l 193 . 
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Aplicînd teorema lui Gauss-Ostrogradski, obținem 


O = dp Edse (i VEdY. (6.2.15) 
Din relaţia (6.2.13) şi (6.2.15) obţinem 
(| YE dy = (e. (6.2.16) 


E€ 


aos su Sie Re pe le închisă considrată (şi deci și volumul 
rul ei) a fost a easă arbitrar, relaţia (6.2.1 isfăcută 
numai dacă este satisfăcută relaţia sii SSE se: 


VE = St (6.2.17) 


Considerînd e = const., putem scrie s VE = V(:E). Dacă definim vecto- 
rul inductie electrică D prin relația 


D= E ; : (6.2.18) 


t 


rezultă că din (6.2.17) obținem ecuația 
YD = p. (6.2.19) 


Aceasta este de asemenea o ecuație Maxwell şi exprimă faptul cà sursele 
cîmpului electric sînt sarcinile electrice. De menționat cà relațiile (6.2.18) 
şi (6.2.19) îşi păstrează valabilitatea şi pentru cazul mediilor anizotrope şi 
neomogene cînd s = e(r). 

3 Ecuația care împreună cu (6.2.19) formează 
cea de a doua pereche de ecuaţii Maxwell se ob- 
ţine plecînd de la legea de conservare a sarcinii 
electrice. Pentru a exprima în formă diferențială 
dS această lege, vom considera volumul ⁄, delimitat 
de.o suprafață închisă (8) (fig. 6.2.4) prin care pot 
Ea să intre sau să iasă sarcini electrice. Fie v viteza 
acestor sarcini şi p densitatea lor volumetrică. 
Atunci, în intervalul de timp di prin suprafața das 
Volumul va trece sarcina 


D 
Suprafata (S) 


v dQ = pv dSdt. (6.2.20) 

Fig. 6.2.4 Vom introduce mărimea vectorială (definită în sens 
macroscopic) 

d | fe) (6.2.21) 
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numită densitate de curent. Intensitatea curentului total care trece 
printr-o suprafată (S) este dată atunci de relaţia - 


Ta W ds (6.2.22) 
(S) 
iar dacă suprafața totală (8) este închisă 


T= 4p Jas. i (6.2.23) 
(S) 


După cum se vede din (6.2.20) în cazul unei suprafețe închise, I reprezintă 
variaţia în timp a sarcinilor electrice din interiorul volumului Y'. Deci 
putem scrie 
d 
I= d, (6.2.24) 
di 


Semnul minus aici marcheză faptul că sarcinile care ies (respectiv intră) 
duc la o scădere (respectiv creștere) a sarcinii interioare. Sarcina interioară 
Q se scrie sub forma 


Q == N par.. (6.2.25) 


(Y) 


Concluzia obţinută că variaţia sarcinii interioare este legată de inten- 
sitatea curentului prin suprafața închisă (conform relaţiei 6.2.24) este o 
expresie nemijlocită a faptului că variaţia sarcinii electrice într-un volum 
dat se poate face numai prin transferul de sarcină prin suprafaţa ce măr- 
gineşte volumul dat ; în interiorul acestui volum nu se crează şi nu se distrug 
sarcini electrice. Această concluzie constituie tocmai legea de conservare 
a sarcinii electrice. 

Aplicînd teorema lui Gauss-Ostrogradski, din (6.2.23), obţinem 


1 = dp Jas = 9 yJ ar. (6.2.26) 
; ; (S) - LA IS 
Combinind relaţiile (6.2.24) — (6.2.26), obţinem 
(a + vs) av zi (62.27) ` 
ot 


Întrucît volumul la care ne-am referit şi suprafața care îl mărginește aa 
fost alese arbitrar, relația (6.2.27) este îndeplinită dacă este satisiăcu 


ecuaţia 
ae A za (6.2.28) 
s ôt 
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Această relaţie este cunoscută sub 
(vezi analogia cu (2.27)) 
a sarcinilor electrice. 


Folosind relaţia (6.2.19), rezultă că din (6.2.28) putem serie relaţia, 


oscută sul denumirea de ecuație de contimuitate 
ȘI exprimă în formă diferenţială legea de conservare 


2 
195) Vi. (2 $ 3) =i (6.2.29) 
ôt ôt 
Această relaţie arată că mărimea 
ôD i 
na (6.2.30) 
ot 


joacă rol de densitate de curent, fapt care a fost remarcat pentru prima dată 
de către Maxwell în anul 1861. Maxwell a introdus pentru J, denumirea 
de curent de deplasare, rezervind pentru J, definit de (6.2.21), denumirea 
de curent de conducție. Tot Maxwell formulează, 
ideia că acţiunea eîmpului magnetic asupra 
curentului de deplasare este analogă cu acți- 
unea lui asupra curentului de conducţie. 
Ampère a demonstrat experimental că 
„circulaţia vectorului inducţie magnetică B 
de-a lungul unei curbe închise (T) arbitrare 
(fig. 6.2.5) este proporţională cu fluxul vec- 
torului J, al curentului de conducţie printr-o 


(r) suprafață arbitrară (S) care se sprijină pe res- 
; „pectiva curbă închisă. Această relație de legă- 
Fig. 6.2.5 tură poate fi scrisă sub forma 
1 pas Sa gS: ©. (6.2.31) 
Urho y 


T): (S) 
Aici pọ = 4r : 107 H/m şi reprezintă permitivitatea magnetică a vidului, 
iar u, = uluo permitivitatea magnetică relativă a mediului material, presu- 
pus omogen şi izotrop, în care sînt plasați curenții J. Dacă definim vecto- 
rul i 

ae (6.2.32) 

Uru-o 4 
ę . . i . . A E . . . v A iderare ipoteza 

numit şi vector intensitate a câmpului magnetic ȘI luăm În consi 
lui Mawell (verificată ulterior experimental), conform căreia curentul de 


deplasare J; joacă un rol similar cu curentul de conducție J, atunci în locul 


relației (6.2.31) se poate scrie relația i 
$u aa | ( È a ) as. (6.2.33) 


(T) (5) 
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Transform înd membrul sti tei Diti : 
Hi [ »mbrul sting al acestei relații cu ajutor i lui 
i ul teoreme 

Stokes în forma J oremei lui 


pn ds = N VxH d$ (6.2.34) 
(T) (S) ; 
din (6.2.33) obținem relația 
| yY xH. dS =\f(? + D “dS, (6.2.35) 
(tS) (S) ă 


Deoarece suprafaţa luată în discuţie este arbitrară rezultă că această relaţie 
este adevărată numai dacă avem satisfăcută ecuaţia 


oD 
ôt 

Aceasta este tot o ecuație Maxwell care împreună cu (6.2.19) formează 
cea de a doua pereche de ecuaţii Maxwell. Ecuația (6.2.86) poate fi obți- 


vV xH =J + 


(6.2.36) 


nută şi prin înlocuirea în (6.2.29) a exprésiei J + 2 = y X H, pentru că 


divergența dintr-un rotor al unui vector este întotdeauna nulă [ V( Y x 
x H) = 0]. : 

Rezumind cele prezentate mai sus putem spune că cîmpul electro- 
magnetic este descris de patru mărimi vectoriale E, D, B și H care satisfac 
grupului de ecuaţii Maxwell, trecute în tabelul de mai jos. 


a E 


Forma diferențială | Forma integrală 
PR ANN NN N O III A 
Py Eoi } 6.2:37 
7x BE= = E ds > 22 VIB 45 (6.2:37) 
l-a ət ij 

pereche (D) n 
7B=0 : (pnas=o _(6.2.38) 

ARE E Sai (ei E 

e E . 2D 

Y7xH=3+ 2 T ds = $$ : + 2) daS (6.2.39) 

A Il-a ôl 


pereche iM Ai Das= = N pdr (6.2.40) 


> .. Á . d = . rela- 
ji trebuie completate, aşa cum s-a văzut mal Sus; cu re 
jile de pe a d inducţiile D și B şi intensităţile corespunzătoare E şi H. 
e d vid aceste relaţii de legătură au forma 
D = oE; B = vol (6.2.41) 
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` 


iar pentru mediile izotro 
satisfăcute relaţiile 


pe din punct de vedere electric gi magnetic sint 


D = E; B = H (6.2.42) 
Cu e = S, €o ȘI u = pruo. Relaţiile (6.2.42) se numesc legi de material, deoa- 
rece mărimile e€, (constanta dielectrică relativă) și u, (permitivitate mag- 
netică relativă) sînt determinate în mod nemijlocit de natura substanțelor 
introduse în cimp (vezi $6.6.5 şi $6.8.4). De asemenea, ecuațiile lui Maxwell 
conțin așa numitele condiţii de frontieră pe care componentele cimpului 
electromagnetic (adică vectorii E, D, B şi H) le satisfac pe suprafeţele ($,) 
în care constantele de material e şi uy variază bruse (discontinuu), cazuri 
întilnite într-o serie de situaţii de interes practic. 

„Pentru a afla aceste condiţii de frontieră vom presupune mai întîi 
că saltui mărimilor e şi u de la valorile (s4, u) la (ep, uz) se produce pe sec- 
iunea transversală a unui strat ce separă cele două medii, de grosime 57, 
în care cîmpul electromagnetic variază continuu. Vom scrie ecuaţiile lui 
Maxwell (6.2.37) — (6.2.40) sub for- 
mă integrală pentru acest strat, vom 
socoti integralele respective şi apoi 
vom particulariza rezultatele obținute 
pentru òh — 0, cînd stratul de separa- 
ție se reduce la suprafața de separație 
(S) (fig. 6.2.6). Astfel, dacă delimităm 
din stratul de separație un element 
de volum de formă paralelipipedică, 
de arie 3$ şi înălțime dh şi alegem 
versorul normalei pozitive n la (8) 
orientat în spre mediul caracterizat prin (e, pa). atunci conform ecua- 
piei (6.2.38) avem i 


Fig. 6.2.6 


lim (Bas = (B® — B®)n ðS = 0 
ôhk—>0 i 

sS 
respectiv 


n(B® — B)? = 0. (6.2.43) 


Acest rezultat stabileşte că componenta normală a vectorului B este con- 
tinuă pe suprafaţa de separație.. = 
În mod analog, din ecuația (6.2.40) şe obține 


lim (f D daS = (Do — D2) ndS = pă88h = 038 
$ h0 Š 
55 


respectiv ao De) S i xü 

i ici cini electrice din suprà- 

i - t densitatea superficială de sarcini e Supra 

rar el Prin urmare, componenta GEIL AR a A ea D 
o un salt egal cu o pe suprafaţa de separație a celor dou A 
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Dort p RE S 

Pentru a afla condițiile de frontieră pentru celelalte două mărimi 
vectoriale E şi H, vom alege un contur rectangular închis (ST) cu bazele 
de lungimi ðs situate pe feţele stratului de separație şi vom nota prin t 


versorul tangentei la suprafaţa de separație (8). Atunci, ţinind cont de 
(6.2.37) avem i 


lim E ds = (EP — E?) ds = lim (— B ds 8h) = 0 
ôh—->0 h0 s 
(èT) 
Prin urmare 
(EV — E2) t = 0 
sau A i 
n x (Ev — E2) = 0 (6.2.45) 


Această condiție stabileşte că componenta tangențială a vectorului E este 
continuă pe suprafața de separație a celor două medii. 


A 


în sfirsit, ţinind cont de ecuația (6.2.39), putem serie 


lim bH ds = (Bo — HO) ds. = lim (J, ds + D ash = J, ds 
h0 5h=30 É 
(37) 


unde prin J, > Jj Sh s-a notat densitatea superficială de curent de condu- 
ție din suprafața de separație. Deci 


n x (Ho — H2) =J, (6.2.46) 


adică componenta tangențială a vectorului H suferă pe suprafața de sepa- 
rație un salt egal cu J,. Aşa cum se va vedea mai tîrziu, aceste condiţii 
de frontieră exprimă legile de refracție ale liniilor cîmpului electromagnetic 
la trecerea, dintr-un mediu în alt mediu. z 
În ecuaţiile (6.2.37) — (6.2.42), mărimile p = o(r, t) şi J = J(r, t) se 
consideră cunoscute, iar mărimile vectoriale E, D, B şi H se consideră necu- 
noscute. Din analiza vectorială se ştie că un cîmp vectorial (un cîmp de 
vectori E(r)) este univoc definit (în sensul că putem afla în mod univoc func- 
ţia E = E(r)), dacă pentru cîmpul respectiv. se cunosc divergența şi 
rotorul — adică mărimile VE şi V x E. Ținînd cont de acest fapt, rezultă 
că ecuaţiile (6.2.37) — (6.2.42) definese univoc cîmpul electromagnetic prin 
mărimile E, D, B şi H, dacă sint date mărimile e şi J. Menţionăm. ȘI faptul 
că ecuațiile lui Maxwell oferă soluții finite pentru E, D, B şi H şi în cazul 
cind p = 0; J = 0, ceea ce constituie încă o dovadă a faptului că un cimp 
electromagnetic poate exista şi independent de sarcinile electrice care l-au 
generat. A JF. harget Pe 
În § 6.1 s-a văzut că asupra sarcinilor ce se mişcă într-un cìmp elec- 
tromagnetic acționează forțe de tipul (6.1.3), numite şi forje Lorentz. Tinînd 
cont că, aşa cum ştim din mecanică, mişcarea unu corp supus acțiunii unei 


torţe F este descrisă de ecuaţia 


P_ F (6.2.47) 
dt 
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unde p este impulsul corpului, rezultă că mișcarea unei particule purtă- 
sa de sarcină electrică Q într-un cîmp electromagnetic este descrisă de 
ecuaţia ci 


Œ Q (E +v x B). (6.2.48) 


Această ecuație este cunoscută sub denumirea de ecuatie Lorentz. De reți- 
nut faptul că în ecuaţia (6.2.48) cîmpurile ce trebuie luate în considerație 
sînt cîmpurile totale : cimpurile exterioare plus cîmpurile create de parti- 
cula, însăşi. În majoritatea cazurilor de interes practic însă, cimpurile pro- 
prii ale particulelor pot fi considerate suficient de slabe şi deci neglijabile 
în calcule în comparaţie cu cîmpurile exterioare. 

Pentru distribuții continue de sarcini electrice ecuaţia (6.2.48) poate 
fi scrisă şi într-o „formă locală”, adică într-o formă care se referă la sarci- 
nile locale dintr-un element de volum — deci la densitatea de sarcină elec- 
trică. Pentru aceasta, se serie impulsul p sub forma 


p ” W dY „1(6.2.49) 


unde p, reprezintă densitatea volumetrică de impuls. Sarcina dQ ce se află 
în elementul de volum dY” poate fi considerată ca o sarcină punetitormă şi 
deci pentru ea este valabilă o ecuaţie de mişcare de tipul (6.2:48). Întrucit 
impulsul sarcinii dQ este pd% înseamnă. că putem serie : 


: (p,a) = dQ(E + v x B) (6.2.50) 
> | 


unde E şi B sînt cimpurile care acţionează local asupra sarcinii dQ. Dar, 
dQ = pd şi elementul de volum d% este arbitrar, astfel că din (6.2.50) 
obţinem relaţia | ' 


h Z(E +y x B: (6.2.51) 


Această ecuație este cunoscută sub denumirea de formă locală a ecuației 
Lorentz. i 


și Ă à 
j tă de ecuațiile Maxwell (în sensul că ea nu rezultă din aces 
i map plus, ea Lorentz împreună cu ecuaţiile Maxwell formează 


un sistem comp 
descriere pi poa şi pY 
„sarcinilor electrice Şi a cımpu tem Jota 
mirea de ecuații Maawell-.Lorenta. Din expresiile (0.5. i 

EA CE (6.2.48) ale ecuațiilor Maxwell-Lorentz se vede că dacă se cu 


nose poziţiile și vitezele la un moment dat ale sarcinilor şi valorile la acelaşi 
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moment ale cimpurilor şi ale derivatelor lor de ordinul întii, atunci prin 
integrarea, respectivelor ecuaţii se pot obţine valorile ciot cabalo i 
vitezelor particulelor încărcate electric şi valorile cîmpului electroma kie 
în orice moment ulterior. Acest fapt reprezintă principiul PARE AE di 
pentru fenomene electromagnetice. | 

Este de remarcat de asemenea faptul că domeniul de aplicabilitate 
al ecuaţiilor Maxwell-Lorentz este considerabil de mare. Ele guvernează 
comportarea, fenomenelor electromagnetice la scara cosmică, au aplicabi- 
litate în toată electrotehnica şi radiotehnica,permit să se studieze fenome- 
nele electromagnetice ce se petrec cu sarcinile individuale ete. De notat 
însă că există, la scara atomică şi subatomică, fenomene electromagnetice 
a căror comportare se înscrie în afara domeniului de aplicabilitate a ecua- 
pilor Maxwell-Lorentz. 


§ 6.3. ENERGIA, IMPULSUL ȘI MOMENTUL CINETIC AL 
CÎMPULUI ELECTROMAGNETIC 


Guvernarea comportării fenomenelor electromagnetice de către ecua- 
tiile Maxwell-Lorentz implică o consecinţă importantă şi anume faptul că 
entitatea fizică pe care o numim cîmp electromagnetice posedă energie, 
impuls și moment cinetic. Aceste caracteristici atestă existenţa cîmpului 
electromagnetic independent de forţele cu care el acţionează asupra sar- 
cinilor electrice. 

Pentru a evidenția energia cîmpului electromagnetic vom calcula 
Tuculul mecanic transmis în unitate de timp — adică puterea transmisă de 
către cîmpul electromagnetice sarcinilor aflate în cîmp. Notăm mai întîi 
că puterea transmisă sarcinii dQ = pdY, aflată în elementul de volum dY, 
poate fi scrisă sub forma : 


AP = dF- v = dQ(E +v x B)- v = (E +v x B): vda% (6.3.1) 


unde dF reprezintă forța ce acționează asupra sarcinii dQ (vezi formulele 
(6.2.48) — (6.2.51)), iar V este viteza sarcinii dQ. Pentru a obține puterea 
transmisă sarcinilor dintr-un volum finit trebuie să integrăm expresia 


(6.3.1) pe întreg volumul ocupat de sarcini. Atunci obținem 
ip BA: =W E +v x B): var (6.3.2) 
dt . | A ue 


intă energia totală a sistemului de sarcini, Observînd că 
| fc, $ 5 . minio din (6.3.3) dacă ţinem cont şi de (6.2.21), obţinem 


|: | ar i K 3. Bar =K Ea. (6.3.3.) 
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b 
[i 


înlocuind aici pe J cu expresia dată 2, 
pe J cu expresia dată de (6.2.39) putem serie 


aW i 
apa y Ear = 4 E: (Y x Bar —W E. D dav. (6.3.4) 


Această ex pr e516 p DA t fi tr € È rmată pr m. yugarea InN p 
oate AD Şi (0) ad u 
` 


rbi (fa (VxE+ ar. (6.3.5) 


ôt 


Obţinem atunci din (6.3.4) relația 


(a ear = fE: vzn m vso 
oD 
= (£ rx +a) ar. (6.3.6) ` 
ôt ôt 
Dar din analiza vectorială se ştie că [62] 
E. 9xEA-—B- VxE=-— VE H) (6.3.7) 
astfel că relaţia (6.3.6) se transcrie sub forma 
E SE a (i y- (Œ xH) ar -WE +H D dy. (6-3.8) 
Aplicîind teorema '‘Gauss-Ostrogradski putem scrie 


4 y: (E x Hja” = dp (E x H): ds. | TER 


De asemenea, putem scrie, ţinînd seama de relaţiile (6.2.42) 
> ôW ezes 


e ar = E poza rar] = 
(6.3.10) 


În sfirşit, cu relaţiile (6.3.9) şi (6.3.10), din (6.3.8) obţinem 


e area + dp (E x H) dS e sl At 
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mirii -DE XE 3 
„ua, DOP% cum se vede din (63-10) mărimea Way este o energie legat 
iv de cîmpul electromagnetic — in sensul că în expresia ei intră, 
numai mărimile E, D, B și H ce caracterizează cimpul — și nu intră nici o 
mărime referitoare la sarcini. Atunci, relaţia (6.3.11) exprimă legea de 
variaţie în timp a energiei cîmpului electromagnetic. z 
Se vede din (6.3.11) că acestă variație este egală cu un transfer de 


energie prin suprafaţă închisă ($) spre exteriorul volumului 7” (primul 
termen din dreapta), la care se adaugă energia disipată de curentul de 
conducţie J (termenul al doilea din dreapta). 

Din expresia (6.3.11) se vede că mărimea 


S, =E xH (6.3.12) 


numită şi vector Poynting, are semnificația unei intensități de energie trans- 
ferată în unitate de timp prin unitatea'de suprafață (pentru definirea exactă 
a intensității unei unde electromagnetice, vezi şi § 7.2). Mărimea 


(ja por =- +Q, ' (6.3.13) 


exprimă lucrul efectuat de cîmp în unitatea de timp asupra sistemului 
de particule purtătoare de sarcini electrice. Acest lucru se consumă pe 
de o parte pentru modificarea energiei totale (cinetică + potențială) a 


dW pari 


sistemului de particule încărcate electric | termenul şi pe de 


altă parte se disipează sub formă de căldură, prin efect. Joule (termenul Qo). 
Atunci relaţia (6.3.11) se mai poate scrie sub forma 


PE ôW ep pă aW part ae dp J dS. i (6.3.14) 
ôt di A : 


Să mai notăm faptul că energia cimpului electromagnetic Wes 
definită de (6.3.10), fiind o funcție continuă de poziție, poate fi scrisă şi 
sub forma 


Was =) wap aV j . (6.3.15) 


cu mărimea 
Wep = > (E-D + B: H) ~ (6.3.16) 


i ia tic. ŢI 
ită itate de energie a cîimpului electromagneti : 
nonii dea fi pata corectă numai pentru cîmpurile în care legătura 


dintre E şi D, respectiv între B și H sînt liniare (oum e presupune a 
) 
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consideraţiile tăcute aici) 


Pontru cas ner i 
azul general, ea trebuie înlocuită cu 
ton ALI dD + H: dB), 


Remareăm t i 
areăm faptul că variaţia în ti ităţii 
PU i perie ta) variația in timp a densităţii de energie a cim- 
E vit : ri a qi diterită de zero numai re AA 
: Îrimile E, şi EL sînt iabile în ti f 

E, | f variabile în t în 
ep n nervi i lia i arig n timp. Un astfel ; 
E A părăseşte întotdeauna domeniul pa în cal A A 
APAA T pro pags din aproape în aproape sub formă de unde electro- 
4 s S vezi $ 6.10). Esto de asemenea important de reținut că eged 
ea ii S i a energiei în fenomenele electromagnetice poate fi scrisă 
“nt aS ia TE e ecuaţie de continuitate. Astfel, dacă tinem 

) wi Gan p ir ie ) i i f 
2) şi (6.3.15), atunci relația (6.3.11) poate fi scrisă sub forma 


Să S La A PE ni $ SaS + (a Bar. (6.3.17) 


[€) 


Aplicind teorema lui Gauss-Ostrogradski, avem 


dp Sp- dS w T (6.3.18) 
şi din- (6.3.17) obținem Ta ; 
A ye ar = N [YSp + I-EJar. < (6:319) 


Întrucît aici vorbim de un element de volum d% arbitrar ales, rezultă că 
(6.3.19) este satisfăcută numai dacă este satisfăcută relaţia 


2s i TS TE (6.3.20) 


Această ecuație de continuitate exprimă forma locală a legii de conser- 
vare a energiei unui sistem format din sarcini şi cîmp. 

Să trecem acum să punem în evidență impulsul unui cîmp electro- 
magnetic Pentru aceasta vom estima variația impulsului sarcinilor el c- 
trice aflate în cîmpul electromagnetic. Pe baza relațiilor (6.2.48)—(6.2.49) 
putem exprima variația impulsului total al particulelor încărcate prin 


relația 


a pEi pok m mar -jetar 


P (o x Bar. (63.21) 
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Folosind ecuațiile M: W ) 2 i j t 

` AV } axwWw ell (6. 2.40) ȘI (6 9 39 ) SIOI a a 

| ` sst utem tran f j 
relație mn felul următor i ; 


NR A m oD 
a; = We YD + (e x H — i) x B| av. (6.3.22) 


C 


- Adăugăm sub semnul integrală, termenul nul (vezi relaţiile (6.2.37) 
şi (6.2.38)) aes 


3B 
H- YB + | YxE ine xD ACER), 
i ci 


şi obţinem 


3D i 
P NE x = + ci x Djar + 
0 A 


ôt 
+ f: YB—B x(V xH) +E- VD—Dx(VXxXE)] Y (6.3.24) 


Dar pentru că D = cE și B = pH, al doilea termen din această relație se 
poate scrie sub forma 


N (E VE — H x (V xma% + (fe VE — E x (VXE)Y. 


(6.3.25) 
În analiza vectorială se demonstrează următoarele relaţii (42] 


i [E VE mE x AT a |E: nE —n =] as (6.3.26) 
W H-. VH —H x(YVYX H)] 47 = dp [0 wE =n = as (6.3.27) 


în care n reprezintă versorul normalei pozitive pe dS. Dacă în relațiile 
(6.3.26)— (6.2.27) ne referim la un volum infinit, atunci integralele de su- 
prafață în termenii din dreapta ai acestor relații sînt luate pe suprafața 
de la infinit. Dar dacă sarcinile electrice le considerăm plasate într-un 
domeniu finit, atunci cîmpurile E şi H create de ele în punctele suprafeţei 
de la infinit sînt nule. În aceste condiţii, şi termenii din dreapta ai ex- 


presiilor (6.3.26) şi (6.3.27) sînt nuli şi relaţia (6.3.24) se reduce la forma 


T i, < (D x B) ar] nys | (6.3.28) 


Mărimea ; 
g=DxB (6.3.29) 
j i ) i ic. Relaţia (6.3.28) 
densitatea de impus a câm put evectromagnebie 

| a ditai legea de pape et a impulsului total pentru un ansam- 
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blu formt din sarcini și cimp, deoarece se vede că derivata în raport cu 


timpul a sumei dintre impulsul sarcinilor (p) şi impulsul cimpului i gay 


este zero. 


; Avind definită densitatea de impuls a cîmpului electromagnetic putem 
defini desigur şi o densitate a momentului cinetic pentru cîmp, prin relația 


l=r xg=r x (D x B). (6.3.30) 


Atunci momentul cinetic total al cîmpului va fi dat de relația 


L = dy N x (D x B) d7. (6.3.31) 


Mai sus a fost demonstrat (relația (6.3.28)) că impulsul sistemului închis 
format din sarcini şi cîmp se conservă. Desigur se poate demonstra și fap- 
tul că momentul cinetic al sistemului închis format din sarcini şi cîmp se 
conservă, dar nu vom expune această demonstraţie aici [42]. De fapt 
cele două legi de conservare — a impulsului şi a momentului cinetic — 
pentru sistemul închis format din sarcini şi cîmp nu sînt decît o reflectare, 
în cadrul fenomenelor electromagnetice ale proprietăţilor de omogenitate, 
respectiv izotropie ale spaţiului. 

Dacă vrem să ne referim la conservarea energiei pentru un sistem 
închis format din sarcini şi cîmp, atunci în (6.3.14), în termenul al doilea 
din dreapta, integrala trebuie luată pe suprafaţa de la infinit. Pe această 
suprafaţă însă vectorul Poynting Sp este nul și deci termenul al doilea din 
partea dreaptă a lui (6.3.14) este nul. Relaţia care rezultă are deci forma 


Jev iza n (6.3.32) 
ôt 

Această relație reprezintă legea de conservare a energiei pentru un sistem 

închis format din sarcini şi cîmp şi ea reflectă de fapt în cadrul fenomene- 

Jor electromagnetice, proprietatea de omogenitate a timpului. 


8 6.4. POTFNȚIALELE CÎMPULUI ELECTROMAGNETIC 


-tiile Maxwell sînt scrise pentru mărimile E, D, B şi H, care 
Kooni toriale. Dacă scriem ecuațiile care rezultă din ecuaţiile 


sint mărimi vec 
Maxwell pentru componentele carteziene ale vectorilor E, D, B și 
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obţinem o clasă de ecuaţii diferenţiale destul de complicate şi car 
seamănă între ele. Rezultă, deci că în general problema pă a at 
lui Maxwell în termenii mărimilor E, D, B şi H implică ALO eonan A 
ecuații diferenţiale de mai multe tipuri — lucru care este desigur. î că: 
venabil sub aspectul economicităţii calculelor necesare hi ces vu 
problemelor de electromagnetism. Inconvenientul amintit poate fi însă, 
înlăturat; şi rezolvarea, ecuaţiilor Maxwell să fie redusă la rezolvarea unor 
ecuaţii diferențiale de un singur tip. Acest lucru poate fi făcut prin in- 
troducerea, așa numitelor potențiale electrodinamice. În continuare vom 
arăta, cum se definesc aceste potenţiale şi care sint ecuaţiile diferenţiale pe 
care le satisfac. i 

Pe baza faptului că VB = 0 se poate introduce o nouă funcție vec- 
torială A(r, t) definită prin relaţia 


B = v Xx A (6.4.1) 


deoarece Y( V x A) = 0. Vectorul A se numeşte potențial vector. TȚinînd ; 
cont de. (6.4.1), din (6.2.37) obținem i 


VREA) (6.4.2) 


sau 
yx (£ E = Kar (6.4.3) 


Din această relație rezultă. că putem serie 


E + 2 LANS | | (6.4.4) 


deoarece V X (Ye) = 0), unde g(r, t) este o funcţie scalară. Funcţia 
o(r, t), definită de relaţia; (6.4.4) se numeşte potențial electric sau potențial 
scalar. Din (6.4.4) rezultă 


h ră 3 
E = — Vọ— a, (6.4.5) 
ôt 


Relațiile (6.4.1) şi (6.4.5) arată că mărimile E şi B pot fi determinate 
dacă se cunosc funcțiile potențiale A(r, t) şi ọ(r, t). De aici rezultă că stu- 
diul cîmpului electromagnetic poate fi făcut şi în termeni potențialelor 
A şi ọ. O asemenea metodă de studiu se numeşte metoda potenţialelor elec- 
trodinamice. Trebuie însă notat că potențialele electrodinamice nu sînt 
4 determinate univoe de relaţiile (6.4.1) şi (6.4.5), ci numai pină la apro- 
ximaţia unei funcții scalare arbitrare Yi(r, t). Într-adevăr, dacă luăm trans- 


formarea ai deep yF } (6.4.6) 


] 
"l 
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tanti aapi B, definit de (6.4.1), are aceeagi valoare atit pentra poten- 
țialu cit şi pentru potenţialul A”, deoarece 


PB = VXA'= YXxAX (VW) VxA=B (0.4.7) 


Impunind condiţia ca şi cimpul E să nu fie afectat de transformarea, 
(6.4.6) va trebui să tie îndeplinită egalitatea 


v , A’ 
pony gi ast tricyle a at] -2A 
ôt ôt ĝ 
DE (6.4.8) 
De aici rezultă că trebuie să avem 
or 
op aptă, i E 6.4.9 
A ASET (6.4.9) 


`ransformările (6.4.6) şi (6.4.9) se numesc transformări de etalonare. Aceste 
transformări au fost particularizate de către Lorentz astfel ca a doua 
pereche de ecuaţii Maxwell — adică relaţiile (6.2.39) şi (6.2.40) — să aibă, 
forma cea mai simplă. Pentru un cimp electromagnetic în vid, de exem- 
plu, pe baza relaţiilor (6.4.1) şi (6.4.5) se poate transforma relația (6.2.39) 


în forma 


3A 
1 yx(yYxA)= a2 (-ve 3) +I 


Ho ot 
sau 
ô 3A 
L gva a A 
Ho - Ho, 
respectiv 
A do) _ 
ay An — Sopo Tg — V (va + ero) = wd. (6.4.10) 
Se vede că expresia ; 
Ea d | (6.4.11) 
= VA 
sabia pi eat soia 
cu transformările de etalonare (6.4.6) Şi (6.4.9) devine 
aF 


Egee O E | ai. (64.12 
pr 94 + tao VIE E fate ap bir 


nd i ah fi aleasă 
î i Xmine în continuare arbitrară, ea poate 
ip ei emil 0 să avem f= 0. Rezultă din (6.4.11) că pentru o 
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astfel de alegere avem condiţia 


| de 
Aida i sa (6.4.13) 


numită, şi condiţie de etalonare Lorentz. Folosind această itie, di 
pi , 9. astă condiţie, din rela- 
ţia (6.4.10) obținem ecuația fie, k 


_ APA 
pp A uoJ (6.4.14) 
cu notația 
1 Ă | 
c = —— = 3. 108m- s71 6.4.15 
Vuo E0 ; ; 


Mărimea c, aşa cum s-a arătat în $ 6.1, reprezintă viteza luminii în vid. 

Ecuația (6.4.14) este o ecuație vectorială. Dacă ne referim la com- 
ponentele carteziene Aa(a = x, y, 2) ale vectorului A, din (6.4.14) rezultă 
că toate aceste componente satisfac o ecuație de acelaşi tip şi anume 


Ada — TR = de (6.5.16) 


O ecuaţie analogă cu acestea se obține și pentru potenţialul scalar e(r, t). 
Într-adevăr, dacă în ecuaţia (6.2.40) se introduce relaţia (6.4.5), atunci 
pentru un cîmp. electromagnetic, în vid, se obţine 


| o ôA 
JD = YE = sV e Ye AA î 


za 7 ea et donate pa 
Dacă în această relație mărimea V >) = ze a se înlocuieşte, to- 
d losind expresia lui VA din condiţia de etalonare Lorentz (6.4.13) se ob- 


ţine relația 


le Copa! eliri (6.4.17) 
ca ôt Eo è 


Se vede că potențialul scalar ọ şi componentele A ale potențialului vec- 
tor, satisfac ecuaţiile (6.4.17) şi (6.4.16); care, din punct de vedere mate- 
” matic sînt ecuații cu derivate parțiale de acelaşi tip şi anume sint ecuații 
Poisson. Atunci rezultă că pentru aflarea potenţialelor A şi e — şi deci 


implicit pentru aflarea cîmpurilor E și B — trebuie să rezolvăm un singur 
tip de ecuaţie cu derivate parţiale. Rezo 


d 
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r 14 — o, 111 


poate face pentru cazul general. În paragrafele următoare va fi expusă 


rezolvarea acestor ecuaţii u cât : > 
DU! | AU en ç a . 
ta: ţii pentru citeva cazuri particulare de interes prac- 


Asta inter - n di ati AX 
im ro tr eri de remarcat aici că în formalismul potenţialelor electro- 
amice prezentat mai sus, mărimile A(r, t) şi 

ger La Îl ata ile A(r, şi ọ(r, t) au un rol formal 
ji ariel ajutătoare, tără o semnificaţie fizică nemijlocită, În ultimele 
pan d ea însă, este destul de viu disputată şi controversată problema 
ne po grai vector A are sau nu o semnificaţie fizică, independentă 
de E şi B (este vorba de aşa numitul efect Aharonov-Bohm ; vezi [17]). 


$ 6.5. UNELE ASPECTE RELATIVISTE ALE 
ELECTROMAGNETISMULUI 


za „În capitolul al III-lea al prezentului volum s-a arătat că teoria, rela- 
tivităţii impune cerința ca toate legile care descriu fenomene relativiste 
să, fie invariante faţă de transformările lui Lorentz (3.5.17), transformări 
care tac legătura între două sisteme inerţiale. Fenomenele electromagnetice 
sînt prin excelenţă fenomene relativiste pentru că aşa cum se vă arăta, mai 
târziu interacţiunea electromagnetică se propagă cu viteza c = 3 - 108 m/s. 
De asemenea, sînt frecvente cazurile în care sarcinile se deplasează cu viteze 
apropiate de viteza luminii în vid e. De aceea, atit ecuaţiile cimpului (ecu- 
aţiile lui Maxwell), cît şi ale mişcării particulelor încărcate electric în 
câmpuri electromagnetice (ecuaţia lui Lorentz) trebuie să fie invariante 
faţă de aceste transformări. 

Dar a serie legile cîmpului electromagnetic şi aie sarcinilor ce se mişcă 
în acest cîmp sub formă invariantă față de transformările lui Lorentz, 
înseamnă de fapt a le transpune în formalismul cvadridimensional al 
Jui Minkowski şi a găsi semnificaţia mărimilor legate de cîmp sau de sar- 
cină care intră în aceste ecuaţii. Astfel, păstrind notația din $3.7, vom 
introduce noţiunea de evadrivector potenţial Aa definit pe componentele 
potenţialului vector A şi ale celui scalar prin 


i i e aa: 
Aa (a Aj Ag App Aa Ai ae): (: = =i) (6 5.1) 
otrivit relaţiei (6.4.1), vectorul inducţie magnetică B este 
două componente ale lui A, pentru că de exemplu avem 


da 3a — Bas (6.5.2) 
ôy 02 Oa GEE 
un cvadritensor cimp de ordinul doi prin relația 


Atunci, întrucît p 
definit prin cîte 


yom defini 


oare 1s, (ou, B AAD SAN (6.5.3) 
ki dt ag 
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Se vede că dacă pentru o parte dintre componentele acestui evadri- 
tensor luăm următoarele componente ale cîmpului electromagnetic 


Fẹ Fa Pia Bz Bge tbBy 
W zu 7 || a RR n. (6.5.4) 
c oi c 


şi dacă, în plus, mai definim un cvadrivector densitate de curent prin 


JaJa = Uz; Ja = dy Js = Jz; Ja = icp) (6.5.5, 


atunci cea de a doua pereche de ecuaţii Maxwell (6.2.39) şi (6.2.40), pentru 
un cîmp electromagnetic în vid se poate scrie concis sub forma 


je 030 BIS ia 9 
i A ot be 4 z T £ 
Ho PX „Oa 7 / (6.5.6) 


Într-adevăr, făcînd de exemplu pe « = 1 și p = 1, 2, 3, 4, din (6.5.6) 
rezultă 


Iaz PE e A 
uo | a x, 2%, Cosa z 


care cu tabloul (6.5.4) şi (6.5.5), luînd Fiy = 0 şi admițînd că Pap = = p 
se transcrie sub forma 3 


1 o + 28 LI (e | e 
ôy 02 icôt c 


Dar, întrucît c2 = (eoo) şi D= sF, această relație este tocmai proiecția 
pe axa Ox a ecuației j 


3D 
xH =J — À 
vV. + a 


în mod cu totul analog, prima pereche de ecuații Maxwell (6.2.37) 
în vid se poate obţine dintr-o 


şi (6.2.38) pentru un cîmp electromagnetic 
ecuaţie tensorială de forma 


Fap Eor y reo; (a B, y = 1, 2,3, 4) ` (6.5.7) 
Day Ua ôg 


Tg este un cvadritensor 


: SP de rang doi 
dacă se admite că evadritensorul 8 sînt date de 


antisimetrio (Fao = T Fia) iar componentele lui 
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tabloul 


Fu Fa P's P'a 0 B, —B, ȘI i E, r 

C 
Fa Fao Fo Fy =p) 0 BI — x> P, 

Fag = m (4 s 

Fa Peg Pag Fa B, —B, 0 FA za 

c ~ 
Fa Fae Fu Fa Ip, 23 B, Sai 0 

C C C 
(6.5.8) 


„Dar atunci înseamnă, potrivit relaţiei (3.7.9), că la trecerea de la 
un sistem de referință inerţial (K) (presupus fix) la un alt sistem de 
referință inerţial mobil (K’) (care se mişcă faţă de primul cu o viteză 
apropiată de c, păstrindu-se axele Oz şi O'x' mereu paralele între ele) cva- 
dritensorul F, se transformă după relaţiile - 


4 4 = 
Fag = $, Y, Aap Ags F's- (6.5.9) 


v=15=1 


În mod analog, evadrivectorul curent, Ją se transformă, ca orice 
cvadrivector, după relația i 


4 
TEEN Mag 3? (6.5.10) 


în aceste ultime două relaţii, A, reprezintă matricea transformărilor 
de tip Lorentz, adică matricea de forma 


r o 0 —i8r 
0) 


e) AR EI ae 
Aaa = 6.5.11 
zo o E 0. c ( ) 


A O pejer E Sia pa, 
Prin calcule simple se obține că componentele ovadritensorului Fag şi ale 
evadrivectorului Ją se transformă, la trecerea de la (K') la (K) conform 
relațiilor ; ; 


A BÀ i Y z 
T. ese B, +- Es 
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RED ya Att p edi 
v“ 2 
|- T | e a (6.5.12) 
( q2 
Pod 3, 
Ja + vp' PHa Te 


Este interesant de remarcat că într-o astfel de tratare relativistă 
nu se mai poate defini, pentru toate sistemele inerțiale, noţiunea de 
cîmp electrostatic, pentru că dacă în sistemul propriu sarcina electrică, 
se află în repaus (By = By = By = 0) şi creează, deci, doar un cîmp elec- . 
trostatic (E, + 0; E, # 0; E, 7 0), atunci, potrivit primului şir de relaţii 
(6.5.12), în celălalt sistem de referinţă se va evidenția și un cimp mağ- 
netic, avînd componentele 


B: =>: B, ==: B, = =: (6.5.13) 


Acest rezultat, surprinzător la prima vedere, ne spune 
că în mod obiectiv există numai cîmpul electromagne- 
tic ca ansamblul interacțiunilor de tip electric şi mag- | 
netic care se interschimbă reciproc și în mod conti- ! g 
nuu. Valabilitatea rezultatelor conținute în relaţiile ' 
(6.5.12) a fost validată de experienţe. Desigur că ex- 
perienţele se efectuează în aproximaţia nerelativistă, 
cind v <c. De exemplu, dacă se rotește un magnet 
(vezi fig. 6.5.1) în jurul axei sale, iar cu ajutorul a doi 
conductori metalici—unul făcind contact permanent cu ; 
axul de rotație, iar celălalt cu centrul magnetului—se ` 
conectează un voltmetru. V, atunci se. constată genera- 
rea unei tensiuni. electrice în timpul acestei rotații. 
Fenomenul este cunoscut sub numele de inducție uni- 
polură, dar defapt în sistemul fix al conductorilor, față Fig. 6.5.t. 
de care magnetul se roteşte, va apare un cîmp electric 
(conform şirului al doilea de relaţii din (6.5.12)). Întrucît aici v < 6,0 astfel 
de relaţie se va reduce la forma 

| B,oBi. (6.5.14) 


£ 


i 


Măsurătorile au confirmat valabilitatea acestei relaţii. : 
Pentru a exprima în formă invariantă față de transformările lui 


Lorentz interacţiunea particulelor punctiforme şi încărcate electric cu un 


sta 
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cîmp electromagnetic și deci pentru a putea serie într-o formă in variantă, 
ecuaţia, de mişcare a particulei (ecuaţia, lui Lorentz (6.2.48)), este de prefe- 
rat să fie folosită formularea mecanicii analitice. O astfel de cale a fost 
deja parcursă în $ 3.6 pentru stabilirea ecuaţiilor de mişcare ale unei par 

ticule libere. S-a văzut că de fapt problema constă în găsirea unei funcții 
de acţiune S corespunzătoare, care să fie un invariant față de transformă- 


Ad E Lorentz (3.4.17). În cazul mişcării libere a particulei s-a găsit (vezi 


ta 
FP = P, = = me (as = | Z di (6.5.15) 
ti 
unde 
; a 
= -mè [| 1 — | (6.5.16) 


În mod aħalog, vom căuta pentru cazul mișcării particulei încărcate 
în cîmp, o funcţie de acţiune J, care să fie un invariant nu numai faţă 
de transformările lui Lorentz, ci şi față de transformările specifice cîmpu- 
lui (cum sînt transformările de etalonare (6.4.6.) şi (6.4.9)). Aceasta, în- 
seamnă că funcţia de acţiune 7, trebuie să fie o funcție scalară (scalarii 
rămîn invarianţi faţă de transformările lui Lorentz) în care să intre atit 
mărimi specifice particulei, cît și mărimi specifice cîmpului, cerințe pe 
care le satisface produsul scalar dintre cvadrivectorul potenţial A, dat de 
(6.5.1) şi evadriveetorul densitate de curent J,, definit de (6.5.5). De 
aceea vom lua 


pe |2 q | 5 4.) dt (6.5.17) 


a=1 
sau întrucît cu (6.5.1) și (6.5.5), avem 
4 4 , 
Și AR], m= AJ + AJo L Ass + Ana = A A B — p (6.5.18) 
a=1 . 


putem. scrie că pentru o particulă de sarcină Q, aflată în mişcare într-un 
cîmp electromagnetic exterior 


i 
p= 7 + =] at + LE +AA 2] dt. (6.5.19) 

În aproximaţia vitezelor mici (v < 6), expresia (6.5.19) derine 
s= Zat = (a + QAv — e) dt. (6.5.20) 


Desi ă i miscare se poate obţine folosind principiul minimei 
pir iu > = penai 1.5), Ba va fi o ecuaţie de tipul ecuaţiei lui Lagrange 
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EI SEI în care coordonatele generalizate vor fi coordonatele Vy Va, Ls, 
x, ale spat iului cvadridimensional, iar vitezele generalizate, componentele 
evadrivectorului viteză (3.7.15). 4 

Fără a intra în detalii de calcul, să remarcăm şi un alt aspect im- 
portant al acestor probleme. Conform relaţiei (6.5.20), funcţia lagran- 
geiană pentru o sarcină Q, aflată într-un cimp electromagnetic va fi dată 
în aproximaţia nerelativistă, de 


mot 


2 = + Q0A-v = 9). (6.5.21) 
înseamnă că particula va avea impulsul 
0 ' 
A T + QA (6.5.22) 
şi energia 
; Mv? i 
E E La a — Qg. (6.5.23) 


Pentru a obține funcția hamiltoniană care să permită descrierea în 
limbaj hamiltonian a problemelor legate de-mişcarea sarcinilor în cîmpuri 
electromagnetice, vom folosi expresia (1.5.6), adică 


H =p — 2 (6.5.24) 


în care vom înlocui pe Z cu expresia (6.5.21), iar pe dq prin 


d=v= EE Y. i (6.5.24) 
Mo ; 


Se obține 


æ => (p— QA} + 0e (6.5.25) 
; 2mo . 
pentru o particulă de sarcină Q şi 


H = 5) [ss (Pr — QA) — Oe] (6.5.26) 


k=l 2mok 


n si ini î î tic exterior. 

entru un sistem de sarcini Q aflate într-un cimp electromagnetic € 
p Dacă, de exemplu, câmpul electromagnetic exterior cara £ PE 
un cîmp magnetic constant (B = const.), atunci întrucit B = = 


= const., avem 
PEEN (6.5.27) 
2 
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Introducînd această relaţie în (6.5.25 


obținem 5) și neglijind termenul mie în A2, 


w aP tgp d pB, 
2m $ 2m” (B x r). (6.5.28) 


de be ] menul 


"A Q 
= ab Eee -2q x v):B = —m:B (6.5.29) 


a magnetic ataşat sarcinii în mișcare Q (pentru detalii 
În același timp, utilizînd expresia» (6.5.27) în (6.5.22) obținem 


Q 


p = mov METi XE) m (v + o; X r) (6.5.30) . 
unde s-a introdus notația 
B t 
o, = GB (6.5.31) 
2Mo 


Înseamnă că în prezența cîmpului magnetic constant B, sarcina va executa 
pe lingă mişcarea de translație cu viteza v şi o mişcare de rotație cu viteza 
unghiulară op. Această mişcare de rotație este numită şi mişcare de pre- 
cesie Larmor, o find pulsația acestei mişcări. 


"8 6.6. CÎMPUL ELECTROMAGNETIC ÎN REGIM STATIC 
(ELECTROSTATICA) 


Unul din cazurile particulare, de larg interes practic, în care putem: 
intilni cîmpul electromagnetic este cazul eimpului electromagnetic în regim 
static. Acest regim se distinge prin faptul că mărimile ce descriu cîmpul 
nu variază în timp, iar în interacţiunea cîmpului cu substanţa nu se: degajă 
căldură, ceea ce înseamnă potrivit relaţiei (6.3.13) că nu avem transporti, 
de sarcini electrice. Prin urmare, cîmpul electromagnetic în regim static 


este caracterizat prin condiţiile 


pe I: SEAR 3 2o. (6.61.) 
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Lia Ti vede R că în regim static cîmpul electromagnetic se reduce de 
apt la un cimp electrostatic, ale cărui lesi, în conformitat 

S? A J A 81, ormitate cu (6.2.37)— 
(6.2.40) şi (6.6.1), sînt ; ( ) 


Forma diferențială Forma integrală 

AxE=0 $ E-ds=0 (6.6.2) 
AB =0 dp B.ds=0 | (6.6.3) 
AXH =0 (r-as—0 ` (6.6.4) 


AD= 6 dP D-dS= Vor (6.6.5) 


respectiv — dacă ţinem cont de (6.4.3) (6.4.17) și (6.6.1) — prin relaţiile 
E = — Velr) (6.6.6) 


Ag(r) = —ep(r)/e. i (6.6.7) 


Se remarcă faptul că cîmpul electrostatic este un cimp nerotaţional 
(V x E = 0). El este un cîmp scalar pentru că derivă dintr-o funcție 
scalară (E = — Vọ(r)). Fenomenele fizice care se produc în cîmpuri elec- 
trostatice constituie obiectul de studiu al electrostaticii. Problema centrală 
a electrostaticii constă în aflarea cîmpurilor (şi prin aceasta, nemijlocit, a 
forțelor de interacţiune), plecînd de la cunoașterea, distribuţiei spaţiale a 
sarcinilor electrice. Această problemă este numită și problema directă a 
electrostaticii (problema inversă constînd din aflarea distribuţiei spaţiale 
a sarcinilor plecînd de la cunoaşterea cîmpurilor). 


6.6.1. Cimpul electrostatic în vid E 


Acest cîmp este creat de sarcinile electrice (în absența substanțelor), 
; ial. Conform celor discu- 


aflate în repaus într-un sistem de referință inerţial. | i a 
tate în $ 6.1, pentru varianta cea mai simplă a cîmpului electrostatic 
în vid, reprezentată de cazul a două sarcini punctiforme aflate a fopaus, 
reciproc, soluția la problema directă a electrostaticii este dată de legea lui 
Coulomb (6.1.1). Pentru cazul general al unei distribuții oarecare a paroini- 
lor, determinarea forței ce acționează asupra unel sarcini Q se n a a 
aflarea cîmpului electric E, creat de restul sarcinilor şi apoi calcularea 


forței cu ajutorul formulei 


F = QE. (6.6.8) 
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De remarcat faptul că, în conformitate cu relaţia (6.5.2), cîmpul 
electrostatic este caracterizat prin linii de cîmp care nu sînt niciodată 
închise (deoarece V x E = 0). Liniile cimpului electrostatic încep și se 


Fig. 6.6.1 


sfirşesc în sarcinile electrice sau la infi- 
nit (fig. 6.6.1). 

În cazurile în care distribuţia spația- 
lă a sarcinilor electrice este caracterizată 
printr-o geometrie simplă, intensitatea cim- 
pului electrostatic poate fi calculată rela- 
tiv uşor cu ajutorul teoremei fluxului 
(forma integrală a relaţiei (6.5.5)). Iată 
cîteva exemple: 


a) Cîmpul electrostatic al unei sarcini punctiforme. Se observă din figura 6.6.2 că încon- 
jurînd sarcina punctiformă Q cu o suprafaţă sferică de rază r, din (6.6.5) putem scrie relaţia 


dp E- dS = Eei - (6.6.9) 
E0 


Din cauza simetriei sferice a problemei avem E || dS și deci E: dS = EdS şi în plus |E|=E(r), 
adică E depinde numai de modulul razei vectoare r), Atunci din (6.6.9) avem : 


adică 


Introducînd acest rezultat în (6.6.8) 
b) Cimpul electrostatic creat de o sferă încăre 


distinge două zone, cea 
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dp eas =e Pas = p-ta (6.6.10) 
cae: A 


= g : (6.6.10) 


b) 
Fig. 6.6.2 


regăsim expresia (6.1.1) a forţei coulombiene 


z vom 
ată volumetric omogen. În-acest caz + 
iorul sferei de rază R ([ig.16.6.2). Pe baza 


din interiorul și cea din exter 


relației (6.6.5), pentru două sfere concentrice cu 


şi exterioară, putem scrie relațiile sfera dată, corespunzătoare zonelor interioară 
dp E dS E j 
“int ` ~ dy a 
z \\\e (6.6.11) 
(vw) 


m ăla, 
Eert dS = — åy =— 
(pre 2 porc she 
y 


unde Q este sarcina totală cu care este încărcată sfera. Dar sfera fiind în 


p = S0/(4nR2) și deci cărcată omogen avem 


Arr? dir 
O= N p dv = E = “(2 sr RI (6.6.13) 


Datorită simetriei sferice a problemei putem scrie și în acest caz relaţiile 


dP E;nt' IS = Ent dP AS = 4nr?E mi; r < R (6.6.14) 


dP Eezt* AS = Eeze 4 dS = 4n?Eert; r> R. (6.6.15) 


Din relațiile (6.6.11) — (6.6.15) rezultă 


- Q 
ce N UL fila 6.6.16 
Eint = IF a d i E 3 
Q 1 ; 6.6.17) 
Eert = ri ia DR. ( 


Graficul funcţiei E = E(r), definită de relaţiile (6.6.16) și (6.6.17) 
este reprezentat în figura 6.6.2, b. ăi P 

c) Cîmpul electrostatic creat de o distributie uniiormă de 
sarcini pe suprafața unul cilindru circular infinit lung. Și în acest 
caz se disting două zone, cea din interiorul și cea din exteriorul 
cilindrului de rază R (vezi fig. 6.6.3). i 

Pe baza relaţiei (6.6.5), pentru două suprafeţe cilindrice co- 
axiale cilindrului dat, corespunzătoare zonelor interioare și exteri- 


oare, avem 
GP Eme“ as = 0; r<R 


iesi 040: a eni g8) 
(pes C 


219 


unde Q este sarcina totală de pe suprafaţa cilindrului ită 
) este sa £ ală de suprafaţa cilindrului, Datorită simetriei cili i 
expresia (6.6.18) poate fi scrisă sub forma e e IN aceia IA T ia 


ati d aS = Een: 20th = (7.0.19) 


£o 
/ 


unde prin h s-a notat o porţiune din lungimea cilindrului. Rezultă că 


Ein = 0 (6.6.20) 
À 1 y 

E = . 
ezi Öne, AR (6.6.21) 


unde prin À s-a notat sarcina electrică a unităţii de lungime a cilindrului. 

. d) Cimpul unei distribuții plane infinite cu den- 
sitate de sarcină constantă. Fie un plan P (infinit 
extins) pe care avem distribuite uniform sarcini elec- 
trice, cu densitate superficială o = dQ/dS constantă 
(fig. 6.6.4). Delimităm în planul P o suprafață circu- 
lară S pe care avem sarcina Q = os. Închide m aceas- 
tă sarcină cu un cilindru drept de înălţime 2A, cu bá- 
zele S’ şi S” situate simetric față de S, de o parte și 
de alta a planului P, Conform relației (6.6.5) avem 


(je (pă E 


(57) (O24) (Si) 


1 oS 
= N 9dY= — (6.6.22) 
Fig. 6.6.4 ` E0 Ep - A 


unde S; reprezintă suprafața laterală a cilindrului. Simetria geometrică a problemei ne arată 
că EL dS; şi deci E: dS; = 0. De asemenea E|| aS’ și E || dS” și deci: E+ dS = Eds’ şi E: dS” = 
= BAS”. Atunci, cum S” = S’ = S, din (6.6.22) obținem : 


respectiv 
z m (6.6.23) 


cîmpului sint drepe paralele între ele (perpendiculare pe planul P). 
În plus, intensitatea E a cipul E este constantă (nu depinde de paot lee Gai 
referim). Un astfel de cimp se numește omogen. Desigur există și alte IE aa bere 
cu geometrie simplă pentru care se poate calcula uşor tite aliata otet ui e 

căreată superficial uniform, cilindru incărcat uniform volume MOr ete.) citată sd, 
Pentru cazul unei distribuții oarecare de sarcini, cu Și ele el 
metrică p(r), intensitatea E a cîmpului electrostatic este dată, 


cu (6.6.5), de relaţia 


ee ee) (6.6.24) 


€o 


220 ` 


care reprezintă o ecuaţie cu derivate parţiale de forma, 


2 a MERCI ati plx, Y, 2) 


A 


GEH ôy 02 Eo gan 
ce conţine trei necunoscute (P, B, E). Rezolvarea problemei directe 
a electrostatieii — adică aflarea mărimilor B,, E, şi E, pe baza cunoașterii 
densităţii p(x, y,2)—nu este desigur posibilă doar pe baza ecuaţiei (6.6.25). 
(De notat că pentru rezolvarea problemei inverse — aflarea lui p(z, y, 2) 
din cunoaşterea lui Es, P, şi E, — ecuaţia (6.6.25) este suficientă.) De 
aceea, pentru rezolvarea problemei directe a electrostaticii trebuie să mai 
folosim şi alte relaţii decit (6.6.25). Astfel, dacă folosim relaţiile (6.6.6) şi 
(6.6.7), atunci în locul relaţiei (6.6.25) putem folosi ecuaţia 


dp „ %e , %e ele, y z) 
ôx? 3y? + da Eo (08a) 
care este ecuaţia Poisson pentru potențialul electrostatic ẹ(%, y, z). (n 
cazul pọ = 0 obținem ecuaţia Laplace Ag = 0.) Desigur că soluția ecuației 
(6.6.26) se poate scrie folosind soluția matematică generală a ecuațiilor 
de tip Poisson. Putem însă găsi această soluție generală folosind unele 
argumente de natură fizică şi soluțiile obținute mai sus pentru anumite 
cazuri-particulare. Astfel, dacă ţinem cont de (6.6.10) şi de (6.6.26) se 
vede că în cazul unei sarcini punctiforme potențialul ọ(r) este dat de 
relația 
e(r) Era. ai (6.6.27) 
AT gh 


unde r reprezintă vectonil de poziţie al punctului în care se calculează 
9, față de Q. Dacă luăm drept origine alt punct 0 faţă de care sarcina 
Q se află în poziţia r’, iar potenţialul ọ îl caleulăm într-un punct r (numit 
şi punct de observaţie (fig. 6.6.5)), atunci relaţia (6.6.27) se transcrie sub 


forma, 


7 =: (6.6.28) 
Kz 4meg| e —T'| 
este o mărime scalară aditivă (întrucît mărimea V = 
=0Qe are semnificaţia de energie potenţială, forța F = —vyVi(r) fiind 
conservativă, care desigur este aditivă, rezultă că potenţialul e pentru o 
distribuţie discretă de sarcini punctiforme este dat de relația 


1 sa Ola. (6.6.29) 
Are T |n — r| 3 


ai sarcinilor, iar T vectorul de poziție al punctului 
ibuții continue de sarcină, caracterizată 


Deoarece ọ 


(r) = 


r' fiind vectorii de poziție al sari 
de observație. În cazul unei distr 
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prin densitatea volumetrică p(r') şi prin densitatea, a pica i 
tențialul e este dat de relația i aporia (0 aaa 


a A (7) 4Y” or”) da3” 
re = E [pe rit) 
ATE rar] ste PER (6.6.30) | 
(7) ($7) 


Această formulă poate fi utilizată în toate situațiile în care urmărim să 
determinăm potențialul electric al unei distribuții volumetrice sau super- 
ficiale de sarcină. 

„De notat, însă, că obţinerea efectivă a potențialului ọ cu ajutorul 
relaţiilor (6.6.29) şi (6.6.30) este, în general, o problemă destul de dificilă, 
Aceasta deoarece calculul sumelor sau a integralelor respective ridică ade- 
sea multe dificultăţi. De regulă, aceste calcule se fac aproximativ, în funcţie 
de necesităţile concrete ale problemei studiate. Un astfel de caz (în care 
potenţialul poate fi calculat aproximativ), important pentru multe aplicaţii 
practice este cazul în care sarcinile sînt grupate într-un volum dat şi 
sîntem interesaţi să calculăm e într-un punct situat faţă de sarcini la o 
distanţă mare în comparaţie cu dimensiunile liniare ale volumului ocupat 
de sarcini. Să ne referim, de exemplu, la cazul unei distribuții discrete de 
sarcini, de tipul (6.6.29). Atunci, dacă alegem originea sistemului de coor- 
donate în interiorul volumului ocupat de sarcini, situaţia care ne intere- 
sează este caracterizată prin condiţia (fig. 6.6.6) 


|r] > [r4]. (6.6.31) 


Fig. 6.6.5 


De pe figura 6.6.6. se vede că se pot scrie relaţiile 


R, — n Forsa Re > 2r- ry + re. - (6.6.32) 
“Pinînd cont de (6.6.31) putem face următoarele aproximaţii 
ji ET 
R Pantri | Aaa r 
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În condiţiile în care aproxi j 
lipii proximaţia (6.6.33 justificată i 
al unui sistem de sarcini nr aie pe a a i ES 


sraa gial 1 ON 
o(r) FO ra (1 =H ) = p(t) + g(r)  (6:6.34) 


ÅT €o i y 
unde 
Po(r) = > F Q : (6.6.35 
E AT eg i Fara ) 
şi 
p) = D rg, (6.6.36 
A i i căi ) 


Mărimile go(r) și eur), date de (6.6.35) şi (6.6.36), sînt imajii 

: a : a -0. aproximajiil 

ordinul zero şi unu ale potenţialului (6.6.29) în raport cu condiţiile OAD 
Dacă folosim mărimea É 


Q= 2 Qi . (6.6.37) 
care este sarcina totală a sistemului şi mărimea 


p = X rQ: A „(6.6.38) 


Li 


pe care o numim moment de dipol al sistemului de sarcini, atunci mărimile 
P(r) şi (r) din (6.6.35) şi (6.6.36) capătă expresiile ; 
WE 


p(T) = — (6.6.39) 
Ari eg 
r-p 
(6) =: A 6.6.40 
Par) Ire? ( ) 


De aici se vede că ọọ reprezintă potenţialul pe care l-ar crea în punctul de 
lă cu suma sarcinilor din sistem, 


observaţie o sarcină punctiformă ega 
concentrată într-un singur punct din interiorul sistemului de sarcini (ales 
ca origine a axelor, de coordonate). Din acest motiv, o (r) se numeşte 
potențial de unipol. Mărimea q(r) se numeşte potenţial de dipol al sistemu- 
lui de sarcini şi dacă în aproximația (6.6.33) s-ar fi luat în considerație şi 
termeni de ordin superior, atunci desigur că ar fi intervenit şi potențiale 
de cvadripol, octupol ş.a.m.d. Din relaţiile (6.6.37 ) — (6.6.40) se constată 
că pentru un sistem de sarcini, neutru în' ansamblul său (Q = 0) avem 
go(r) = 0, dar mărimile p şi qu(r) sint în general diferite de zero. 

Cel mai simplu caz de dipol electric îl constituie un sistem de două 
sarcini electrice egale și de semne contrare. Atunci, conform cu (6.6.38), 
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momentul de dipol elementar se scrie 


P= Qr > Or, = Ql, — r) =Q i (6.6.41) 


unde vectorul l defineşte poziţia sarcinii pozitive î 
| oru ines 7, pozitive în raport cu cea negativă. 
alui ge E ir 2 po venitului de dipol q,(r) se poate cal- 
(9 e dipol al sistemului d ini i i 
E om plagi oa i alui de sarcini (sau a dipolului 


E, = — YA (r = — 1 y p'r > | 
1 / Qı ) A 73 (6.6.42) 


De exemplu, pentru un dipol simplu, de moment dipolar constant, avem 


Pa! tea 1 | 
E, = — ra . $ at 
A pia hi Jp: r) E (p: 1)Y i )] (6.6.43) 
ai 3 i | i Ci sirene 
sau tinind cont că V(p:r) =P şi V (=) =c obținem 
îp (A 
cp) =r? 
: E Srp) —rp, (6.6.44) 
AT eor’ ; 


Uneori potențialul de dipol ọ,(r) și cîmpul electrostatic dipolar E, se scriu 
în coordonate polare, alegînd drept axă polară o axă orientată după 
vectorul p şi drept unghi polar 0 — unghiul între vectorii r și p. Atunci, 
din (6.6.40) ayem 


FORO pos. (6.6.45) 


În aceste coordonate se definesc componentele radială Æ, şi meridională 


E, ale cîmpului de dipol prin relaţiile 


ye o e I2ORECRD (6.6.46) 
3 ôr AT er? i 
T SOA (6.6.47) 
E 20 Amcor? 


; T pà 33 
Direcţiile caracterizate prin 0 = 0 şi 0= za se numesc „direcţii Gauss 


ale dipolului. Cunoaşterea valorilor cîmpului de dip 
permite determinarea momentului dipolar p. U 


ol pe aceste direcţii 
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În stirşit, să mai notăm că în coordonate polare plane se obţine ușor 
ecuația liniilor de cîmp ale dipolului, linii definite ca fiind curbe tangente 
la vectorul E,. Dacă ds este un segment diferențial orientat dintr-o astfel 
de curbă, atunci condiția de tangenţă la E, se va scrie sub forma 


E, x ds = 0. (6.6.48) 


În componente polare această expresie devine 


ani rað 
E, Ep 


(5.6.49) 


Tinind în continuare cont de relaţiile (6.6.46) şi (6.6.47) și separind vari- 
abilele r şi 0 în ecuaţia (6.6.49) avem í 


dr _ o Cos 040 
r sin 0 
sau dacă integrăm obținem > ; 
r = 0 sin?ð (6.6.50) 


Aici O este o constăntă de integrare, în funcție de 
valoarea căreia se obțin diversele linii de cîmp, citeva 
dintre ele fiind prezentate în fig. 6.6.7. 

Desigur că în cazul distribuţiei continue de sarcină 
descrisă de (6.6.30) dacă dorim să caleulăm potențialul e 
într-un punct situat, faţă de sistemul de sarcini, la 0 
distanţă mare în comparaţie cu dimensiunile liniare ale 
volumului ocupat de sarcini, e poate fi calculat de ase- 
menea în aproximaţii succesive de unipol, dipol, cvadri- 
pol ş.a.m.d. Se vede uşor că dacă ne referim la aproxima- T a 
tia de dipol, formulele (6.6:36)— (6.6.47) rămîn valabile Fig. 6.6.7 
şi în cazul distribuției continue de sarcină cu condiția i 
ca momentul de dipol să nu mai fie defint de relaţia (6.6.38), ei de 
relația ; 


p= Wr e(r’) 4%. (6.6.51) 


evadrupol, 


| în aproximațiile respective — to rietă mpi i 
4 (de on ha liniilor de cîmp, fluxurile cimpului prin suprafețe date, 


forțele cu care cîmpul ac ionează în > 
x S a da la, iei general al unui sistem de sarcini aflate în 


vid, în repaus reciproc și să calcul 
nDia E unor astfel de sarcini. După cum se § 
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| 15 — e. mi 23 


variaţia energiei potenţiale a interacțiunii reciproce a unui sistem con- 


servativ de particule este egală cu lucrul mecanic ce se consumă pentru 
a modifica configuraţia (aşezarea spaţială) sistemului de particule. De 
aceea vom căuta, să estimăm variația energiei potenţiale a interacțiunii 
reciproce a sistemului de sarcini, calculînd lucrul mecanic necesar pentru 
a schimba configurația sistemului de sarcini. Dacă ne referim la un sistem 
de sarcini cu distribuție punctiformă, atunci conform cu (6.6.27) putem: 
afirma că în punctul r, în care se afla sarcina Q, avem un potențial o; creat- 
de restul sarcinilor din sistem, definit de relația siz 4 


Qr 
pur) > Pa = A, 
> Aneta | |T, — rel (6.6.52) 


unde +, reprezintă distanța între sarcinile Q, şi Qr. Lucrul mecanic dA, 
consumat la deplasarea sarcinii Q, pe traseul dr; este dat de expresiile 


AL, =S F, tint) . dr; = QiEitin) dr; = — Qi V iQitint) dr, = 
3 ESA TRIPA Qr z 
=— 9, dọ, = E Cal |) ra (6.6.53) 
kpi ATEoTu 


unde operatorul 


E O a 0 a 
y: =i—— +i tk 
s GEA j o, 


conţine operaţii de derivare în raport cu coordonatele sarcinii Q,, iar sim- 
bolul d, în (6.6.53) se referă la variaţia distanțelor ri; = |r; — rs] prin 
variaţia vectorului r;. Evident că modificarea configurației sistemului 
de sarcini constă, în general, din schimbarea poziţiilor tuturor sarcinilor. 
Lucrul mecanic necesar pentru această schimbare va fi dat de expresia 


a = gan = -aft ş 22] (6.6.54) 


DEEI 47 Eofir 


ceastă ultimă relație factorul 1/2 a fost introdus din cauza faptului 
i scolii a ale fața sumei, modificarea datorită unel i apt 
dr, prin intermediul distanțelor ru = |r; — Tu] apare, ponten, ki Sga îr 
de două ori în termenul de sub sumă : odată pentru i = ù ȘI oda ; p aga 
pentru k = i. Pe de altă parte, conform celor specificate mal ÎN a MORI 
mecanic dy, cheltuit pentru modificarea configurației sistemului p 


ticule este legat de variaţia energiei potenţiale de interacţiune reciprocă 


W, prin relația i 
daf = — dim (6.6.55) 
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Comparind relaţiile (6.6.54) și (6.6.55) observăm că energia potenţială de 


E ES reciprocă a unui sistem de sarcini discrete este dată de 


T n n k 
Pamo d 3 Sri sa (6.6.56) 


7 kpi AT Efi 


Legat de această expresie a energiei potențiale de interacțiune a sis- 
temului de sarcini se poate discuta problema stabilității statice a configu- 
raţiei sistemului respectiv. Configuraţia unui sistem de particule este sta- 
bilă în sens static dacă între configuraţiile posibile ale sistemului există 
o configurație pentru care energia potențială de interacțiune a par- 
ticulelor din sistem are valoare minimă. În cazul sistemelor de sarcini 
electrice stabilitatea statică a configurației lor va impune deci, să existe 
o configurație pentru care Wim dat de (6.6.56), să satisfacă simultan 
următoarele condiţii de minim . 


_ 0 Wim ms 0 : aW int af 0 ; Wini = 0 
02, Yn da, 
si să | (6.6.57) 
int > 0 ; int > 0 ; G W mt => 0 


ôa? 02? 


pentru orice h = 1,2,-.-31 (Lrs Ym. Zn — coordonatele carteziene ale particu- 
lei). Se poate însă uşor verifica prin calcule directe că este satisfăcută relația 


PWs | Wi | Ww Lg OO (1) 
2 2 F f P 75 
GEHA dY 02, 2 ik ÅT £o OL \ Tir 


O = ga 1 
teg (e a za | 0. 
i Oy \ Tix zr \ Tir ; 

Această relație arată deci că pentru Win, dat de (6.6.56), a doua 
din condiţiile (6.6.57) nu este îndeplinită. Rezultă că un sistem de sarcini 
electrice nu are o configuraţie stabilă în sens static. Acest fapt este cunos- 
cut sub denumirea de teorema Ernshaw. De menţionat însă că, în mişcare, 
un sistem de sarcini electrice poate fi stabil în sens dinamic. 

Evident că raţionamentele şi consideraţiile anterioare referitoare la 
energia potenţială de interacţiune reciprocă a unui sis  SarC 
Saaie nu Ea în cazul sarcinilor iile cp ci şi în cazul 
sarcinilor distribuite continuu (volumic sau superiicial). m Sc 
potenţială de interacțiune reciprocă pentru astfel de Cazi PESE analogie 
cu expresia (6.6.56). Această expresie se poate scrie Și sub forma 


1 Qui 1-5 Oga (6.6.59) 
ANEA = — iPint) . 
Wim 2 > Qi 2 ir Eoix 2 > 3 


î di „ de către 
creat în punctul unde se află sardina 0, d 
(adică de sarcinile Q, # Qı). Atunci, in cazul 


Oy 


(6.6.58) 


unde ọ, este potenţialul 


vestul sarcinilor din sistem 
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unui sistem de sarcini cu distribuție continuă (volumetrică sau superficială) 
energia potenţială de interacțiune reciprocă se scrie sub forma 


5 ; 
Win = N] Plr) pinl) dY + — N olt) r) AS (6.6.60) 
(5) 


1) 


unde inlr) este potențialul creat în punctul r de sarcinile interioare siste- 
mului, dar din afara elementului de volum d⁄, respectiv a elementului 
de suprafaţă dS, localizate în jurul punctului r. 

Este intèresant de remarcat că energia de interacțiune electrostatică 
a sarcinilor, dată de (6.6.60), este echivalentă cu energia cimpului electro- 
static creat de interacțiile dintre sistemul respectiv de sarcini. Conform 
cu (6.3.16) energia unui cîmp electrostatic are expresia 


We = Afo -E ar. (6.6.61) 
(Y) 
Această energie este distribuită în tot volumul, densitatea ei volumică 
“fiind 


ip IA (6.6.62) 
2 
Ținînd cont că E = — Ve, putem transforma relaţia (6.6.61) în forma 
maa AN Ye dY = sa [ọyD— V(Do)]dY.. (6.6.63) 
2 - i 


Ultimul termen din această relație poate fi transformat cu ajutorul teo- 
remei Gauss în felul următor 


ILD: p)ar = Er i DodS (6.6.64) 
2 2) 
stiva, | (S) | 
unde (S) este suprafața ce mărginește volumul (Y'). Dacă această suprafață 


ji “la, infini i în punctele ei po = 0 și 
| fiind suprafața de la infinit, atunci în ] Și ga 
E E T (6.6.64) se anulează. Ținînd cont în plus că vD p, din 


(6.6.63) obținem i j ; 
1 | 6.6.65 
We = pọ ar. l (6.6.65) 


i între energia de in- 
ji 6.56) — (6.6.65) arată echivalența ) e 
aa o E (6.6.56) a sarcinilor și energia (6.6.61) a cimp 
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creat de aceste sarcini, Dar energia de interacţiune a particulelor încărcate 


electric depinde de distanțele reciproce dintre particule, pe cînd energia 
cîmpului este o mărime distribuită continuu în spaţiu. Aceasta arată că 
în cazul electrostatic putem vorbi echivalent fie de interacţiunea la distanţă, 
fie de interacțiunea din aproape în aproape, prin intermediul cîmpului. 
(O situaţie similară se Întiln=şte şi în cazul interacțiunii unui sistem de 
curenţi electrici constanţi și a cimpului magnetic creat de ei — vezi $ 6.8.) 
pe notat, însă, că avem în vedere în această echivalență numai energia de 
interacţiune a cimpurilor create desistemul de sarcini, adică energia cîmpului 
total din care s-au exclus cimpurile proprii ale fiecărei sarcini în parte. 
Aceasta, înseamnă că pentru cazul particular al sistemului compus din două 
sarcini, de exemplu, ale căror câmpuri electrostatice E, şi E, se suprapun şi, 


potrivit principiului de superpoziție, crează un cîmp rezultant 
E = E + E (6.6.66) 


caracterizat prin energia 


w, = -a(z ar ra (zor TA N E-Epa% (6.6.67) 


(11) (Ya) (Ya+ Ya) 
echivalenţa energiei potenţiale de interacţiune electrostatică (6.6.56) vi- 
zează numai termenul de interacțiune Wiz = £o E, - E, d% din expresia 


(6.6.67). Dar o echivalență de acest fel nu mai există în cazul general, al 
sarcinilor în mișcare arbitrară și a cîmpurilor care variază arbitrar în timp. 
În asttel de cazuri putem vorbi numai de interacțiunea din aproape în 
aproape, transmisă prin intermediul cîmpului electromagnetic. 

Dacă sistemul de sarcini se află și într-un cimp electrostatic exterior, 
diferit de cîmpul creat de sarcinile din sistem, atunci modificarea poziţiei 
sarcinilor este însoţită de efectuarea de lucru mecanic de către aceste cîm- 
puri. Lucrul mecanic elementar efectuat de către cîmpul exterior la depla- 
sările dr, ale sarcinilor Q, este dat de expresiile . AE 


ALe = > AL igen = > Fian dr; = X QEezurs) dr; =- 


r 5 Qi V ger: jdr; = a% QiQezilt:)). (6.6.68) 


Pe de altă parte, lucrul mecanic elementar efectuat de cîmpul exterior 
este legat de variația energiei potențiale a sistemului de sarcini în cîmpul 
exterior prin relaţia - S Ze 

= dez i (6.6.69) 


Din compararea relațiilor (6.6.68) şi (6.6.69) rezultă că energia potențială 
că 2 A a unui e de sarcini distribuite discret este dată 


într-un cimp e 
de relaţia 
W ezt = > Qi ef) (6.6.70) 
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Atunci devine evident că energia potenţială într-un cimp exterior a unui 


sistem de sarcini distribuite continuu (volumetric sau/ 
dată de expresia, 


Want F N p(r) ponilt) AY za N o(r)oez(r) d5. (6.6.71) 
(Y) (S) i 


Este necesar să fie subliniat încă o dată că, în relația (6.6.71), mărimea 
ez reprezintă potenţialul cimpului electric exterior sistemului de sarcini 
(cîmpul necreat de sarcinile din sistemul considerat). 

Dacă transpunem aceste considerații la un dipol elementar de tipul 
(6.6.41), atunci din (6.6.70) se vede că energia potențială a unui astfel 
de dipol, plasat într-un cîmp electric exterior, este dată de relația 


şi superficial) este 


Wezi = Q Pert(T1) Fe Q Pert(T2) F? QL eeau(ra ar 1) EZ Qezt(T2)]. (6.6.72) 


Dacă se consideră vectorul l ca fiind un vector infinitesimal şi se ţine cont 


de faptul că E, = — Vaz atunci, prin dezvoltare în serie Taylor, relaţia 
(6.6.72) se transcrie în felul următor 
Wee = Q( V Qezt) "l= — QIE, z pe Ez (6.6.73) 


Aceasta este expresia energiei potenţiale a unui dipol electric de moment 
dipolar p într-un cîmp electric de intensitate Es. 

Forţele care acţionează asupra sarcinilor electrice din partea cîmpuri- 
lor exterioare (adică a cîmpurilor din care s-au exclus cîmpurile proprii 
create de sarcinile în cauză) se numesc adesea forțe ponderomotoare. Din 
relaţia, (6.6.68) se vede că în cazul unei sarcini discrete, forţa ponderomo- 
toare este de forma 


Ea == QE. 4 (6.6.74) 


în cazul distribuției continue a sarcinii, comparînd relaţiile (6.6.71) şi 
(6.6.70) şi avînd în vedere relaţiile (6.6.64) şi (6.6.69), se vede că putem 
vorbi de forţe ponderomotoare elementare corespunzătoare sarcinilor 
din elementul de volum dY, respectiv din elementul de suprafaţă dS, 


definite prin relaţiile 
IE — PE AY =îp 9 (6.6.75) 


daFS, = oE dS = îm AS i (6.6.76) 


unde mărimile t% şi th pot fi denumite densitate volumetrică, respectiv 


icială de forţe ponderomotoare. i 
E eiai din nou la cazul unui dipol elementar de tipul (6.6.41), 


atunci din (6.6.74) rezultă că asupra unui astfel de dipol acţionează © 
forță dată de relaţia | 
Fm a QEaa(ri) ig QEazu(r2) Ri Q [Erta A 1) kai Est (r2)] (6.6.77) 
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Dacă și de astă dată vectorul 1 este considerat infinizezimal şi se dezvoltă 


în serie Tayl î i j 
ei chiar aylor termenul E,,(ra + 1), în raport cu 1l, din relaţia (6.6.77) 


Fam = Qll. VEn = (p VE = (2, she e + p, TA E... (6.6.78) 
GB ôy ôz 


Aceasta este expresia forței ponderomotoare totale care acționează asupra 
dipolului electric din partea cîmpului exterior E.s. Din relaţia (6.6.78) 
rezultă că pentru cîmpuri electrice exterioare omogene (cîmpuri pentru 
care sînt îndeplinite condiţiile 3£,/0xg = 0, unde {E,} = {Ez, Ep, E} 
şi (ap) = (a, y, 2)), forţa. ponderomotoare totală ce acţionează asupra 
dipolului este nulă. : 


După cum se vede din (6.6.77), în cazul unui dipol plasat într-un 
cîmp electrostatic omogen avem de a face de fapt cu două forțe F; = 
=QE,n(r1) şi F; = —QE.z(T2), care au puncte de apli- 
cație diferite (respectiv punctele r; şi r, (fig. 6.6.8)). = 
Atunci din mecanică se ştie că un astfel de sistem FI 
de forţe nu este complet caracterizat de forța re- 
zultantă, dată de (6.6.78), ci pe lingă aceasta tre- 
buie cunoscut momentul rezultant al forţelor respec- 
tive față de un punct arbitrar ales (punctul 0, de 
exemplu, din fig. 6.6.8))- 

De regulă, în cazul dipolului se dă momentul for- 
pelor F; şi F, faţă de centrul C al acestuia (faţă de punc- 


1 i 
tul definit de vectorul T, = F + T2)). Acest mo- 


ment va fi definit deci prin relația Fgi. 6.6.8 


l l É Il 
Lp RE a = 
z x F 2 2 2 Q a(t) + 2 Q (£2) 


= = px [E;n (t) + E.z(r2)]. (6.6.79) 


Considerînd vectorul l ca, infinitezimal şi dezvoltind în serie Taylor se obţin 
următoarele relaţii 


a | es ară 
Eez(r) => E.z(T2) S Eale.+ F =F Ezz: (e. Er za == 


| 
= Eelt.) + (5 9) Bet Eelt) — (2 Y) Eu = Eutr) (6530) 


Atunci. din (6-6-79) rezultă că momentul total al forţelor ponderomotaare 
ce acţionează asupra unui dipol electric are expresia 
; M = p X Ealt). l (6.6.81) 
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Se vede că acest moment este nul dacă p || E.n. În aceast 
potenţială a dipolului dată de (6.6.73) 
seamnă că poziţia dipolului în cimpul exterior pentru care E 

o poziţie de echilibru stabil. De notat, în plus, că momentul Plant ss 


ă poziţie și energia 
are valoarea minimă, ceea ce în- 


fi diferit de zero şi în cazul cîmpurilor i Ale 
erit de z purilor omogene cind forţa ponderomoto 
totală (6.6.78) este nulă. isi p7 


6.6.2. Cimpul electrostatic în prezența substanței 


$ Experiența arată că, în general, prezența unor substanțe într-o zonă 
în care se află sarcini electrice, duce la modificarea interacțiunii acestor 
sarcini în comparație cu interacțiunile lor în vid. Aceasta arată că substan- 
yele au în general anumite proprietăți electrice. În ciuda enormei varietăți 
din punct de vedere al proprietăților electrice, substanțele se pot clasifica 
într-un număr foarte mie de categorii şi anume : dielectrici (sau izolatori), 
conductori şi semiconductori. Dielectricii se disting prin faptul că dacă într-o 
porțiune a lor se plasează (printr-un procedeu oarecare) sarcini electrice 
aceste sarcini rămîn în respectiva porțiune un timp relativ lung (lung în 
comparație cu intervalele de timp proprii activității umane : secunde și 
minute). Din categoria dielectricilor fac parte substanţe ca : sticla, ebonita, 
mica, răşinile (atît cele naturale ca de pildă chihlimbarul, cît şi cele arti- 
ficiale), parafina, , sulful, uleiurile ete. Conductorii se caracterizează prin 
aceea că dacă într-o porţiune a lor se plasează sarcini electrice, o mare 
parte a acestor sarcini părăsesc porţiunea unde au fost plasate într-un inter- 
val de timp extrem de scurt (scurt în comparaţie cu intervalele de timp 
proprii activităţii umane : secunde și minute). Din categoria conductorilor 
fac parte toate metalele, soluţiile de săruri, de acizi și baze, sărurile în stare 
topită, gazele ionizate, coloizii etc. Proprietăţile amintite ale dielectricilor 
şi conductorilor se datorese faptului că sarcinile electrice se pot deplasa 
foarte greu prin dielectrici şi extrem de uşor prin conductori. De aceea se 
spune că dielectricii nu conduc bine electricitatea (au o conductibilitate 
electrică foarte scăzută) şi respectiv conductorii conduc bine electricitatea 
(au o conductibilitate electrică foarte ridicată). Între dielectrici şi conduc- 
tori, din punct de vedere al proprietăților electrice, se situează substanţele 
numite semiconductori. Semiconductorii se caracterizează printr-o conduc- 
tibilitate scăzută în comparație cu metalele, dar sub acţiunea unor foton 
externi (ca lumina, căldura, presiunea, radiații nucleare) ei pot deveni rela- 
tiv buni conductori de electricitate. i 
De consemnat că împărțirea substanţelor în categorii menţionate mai 
sus este într-o anumită măsură convenţională, și athrist h ACE ea 
funcție de diverșii factori externi aceeași substanță scale pa ae A St 
în diferite categorii. Astfel, metalele care "A Cng enek A pitt 
ce compari sapi aieleptricil da. o mPa cu frecvența de ordinul 308 = 
A e Hz); unele sticle puternic încălzite, din dielectrici devin bune con 


ducătoare de electricitate etc. 


+ 
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Proprietăţil i A a A 
instanţă IE ij e electrice ale substanţelor sint condiţionate în ultimă 


„de structura lor atomică. De aceea, studiul complet şi detali 
e i ya substanţelor în interacţiunea, lor cu la pi tre cu 
art Se je se facă prin intermediul studiului mişcărilor atomice și intra- 
Aan — studiu ce se poate face doar cu ajutorul teoriilor cuantice. 
otuși trebuie remarcat faptul că pentru multe prebleme legate de aspectele 
macroscopice ale interacțiunii cîmpului electromagnetic cu substanța 
mișcările atomice şi intraatomice din interiorul substanţei pot să nu joace 
un rol semnificativ. Pentru astfel de probleme se poate face abstracţie 
de micșările respective, iar substanța să fie considerată ca un mediu con- 
tinuu. În particular, pentru multe aspecte privind comportarea substanțe- 
| lor în cîmpuri electrostatice se poate face abstracție de mişcarea la nivel 
atomic şi intraatomic din interiorul substanței. 


| 6.6.3. Conductori metalici în cîmp electrostatice 
Sy 


de conducție care se mişcă cvasiliber printre ionii situați în nodurile rețele 
cristaline. Pentru o bucată de metal, care în ansamblul ei este neutră din 
| punct de vedere electric, sarcina electrică pozitivă a ionilor este compen- 
sată de sarcina negativă a electronilor de conducţie. Dacă într-un metal 
sarcina, negativă a electronilor de conducţie nu este egală cu sarcina pozi- 
tivă a ionilor, atunci spunem că pe metalul respectiv avem o sarcină necom- 
pensată şi că metalul, în ansamblul său este încărcat electric. 
Experienţa, arată că electronii de conducţie dintr-un metal introdus 
într-un cimp electrostatic se redistribuie în așa manieră încît intensitatea, 
cîmpului rezultant este nulă în interiorul metalului. Aceasta deoarece exi- 
stența unui cîmp electric nenul în interiorul metalului ar trebui să deter- 
mine un transport de sarcini electrice în interiorul metalului. Dar se cons- 
tată că, în cazul electrostatic, se realizează totdeauna o stare de echilibru 
în care nu are loc un transport de sarcină în interiorul metalului. Desigur 
că prin această rearanjare topografia liniilor de cimp in interior se schimbă. 
(fig. 6.6.9). Intervalul de timp + în care are loc redistribuirea amintită a 
electronilor de conducţie se numeşte timp de relaxare şi pentru metale, în 
condiţii obişnuite, el este de ordinul Ai ee DOA e n 
În cazul electrostatic toate punctele din interiorul unui 
4 echipotenţiale între ele (au același potenţial electric ọ). Agentia ERARA 
după cum s-a menționat mai sus, în interiorul metalului E îi D S A 
că E = — Yọ, rezultă că p = const. în interiorul metal Rh ie pente 
arată de asemenea că în cazul electrostatic distribuția sarem me C idee 
de pe suprafaţa metalului ajunge într-o stare de pg ce rău 
un transfer de sarcină între diferite zone ale muprai ele, me a perlat sd 
sta înseamnă că E, — componentă popponti la supraraie, 9), = 0, ceea ce: 
| torului E este nulă: E i aeai | al de pe suprafaţa metalului. 
înseamnă că, În cazul electrostai A ȘI suprafaţa metalului este o suprafaţă. 
sînt echipotenţiale între ele, adică și supra 
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| Metalele se caraterizează prin aceea că în interiorul lor există electroni 


o ipotep) Al (es(o.y.2) = const). Pe de altă parte, din relația E = — V 

X À aa este perpendicular pe suprafețele echipoteittiak > 
Ay, 3) e i e ezultă deci că în cazul electrostatic vectorul E în 
sr ele n =: ec iată a suprafețelor metalice este totdeauna pezpeti iuli 
pei aţi tra supe afețe. Valoarea lui, în vecinătatea unei suprafețe meta- 
AR >P pete nl S E, pop a aa teoremei fluxului electric (relaţia 6.6.5). Se 
miniere p air ra ceea normal pe suprafata metalului, care decu- 
oma be oile je mar ien un cerc de arie S (fig. 6.6.10), pentru care 


0 


d E as = | Bi 45, + (e dS, + We as, — dim, (6.6.82) 
€ 


(SY (Sa) 


SEA 
SSE, 


> 


l 
Fig. 6.6.9 Fig. 6.6.10 


bd 


Dacă se alege cazul limită cînd S, > 0 şi h — 0, atunci putem afirma că : 
Qin = 05; \\EdS = E, d9; (feas. — 0 (dearece EĻ dS,). Atunci din 


(6.6.82) rezultă că intensitatea cîmpului electrostatic în vecinătatea exte- 
rioară suprafeţei metalului este normală la această suprafaţă şi are valoa- 


rea. 
pae (6.6.83) 


Eo 


întrucit E, este de acelaşi semn Cu o, rezultă că sarcinile electrice de pe supra- 
faţa metalului sint acţionate spre exteriorul metalului. Deoarece această 
acţiune se manifestă asupra sarcinilor sub forma unei forțe, iar sarcinile 
sînt distribuite pe suprafață, rezultă că putem vorbi de o forţă pe unitatea 
de suprafaţă — adică de o presiune — ce se exercită asupra sarcinilor. 
Această presiune se numeşte presiune electrostatică. s 

Pentru a găsi expresia care determină presiunea electrostatică vom 
considera din nou elementul de arie ds de pe suprafaţa exterioară a metalu- 


lui (fig. 6.6.11) și notăm cu E” cîmpul creat de sarcina cds, 
imediată a lui d8 şi cu E” cîmpul creat de restul sarcinilor de pe suprafata 
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metalului în locul unde se află 

Atunci, ținînd cont că în interiorul Apa 
lului cimpul este nul (E, =0), iar în ex- 
terior are valoarea E,, dată de (6.6.83) 
putem scrie relaţiile i 


Iae aes 


“o 


SD =p =0. (6.84) 


De aici rezultă 


Fig. 6.6.11 


Bz (6.6.85) 


Forța care acționează asupra sarcinii dQ = odS va avea deci valoarea dată 
de expresia i 


2 
aF = dQ. = E” = co dh: să) (6.6.36) 


e 280 


gi va fi orientată spre exteriorul suprafeţei metalice. Atunci rezultă pentru 
presiunea, electrostatică expresia 


Pg i îi Ie 6.6.87 
F a RR Ca, 


Existența presiunii electrostatice, respectiv a unei forțe care acțio- 
nează asupra sarcinilor spre exteriorul suprafeței metalice face, atunci cînd 
avem un metal cu sarcini necompensate, ca acestea, să fie împinse a se loca- 
liza, doar pe suprafaţa exterioară a metalului. Dacă metalul are cavităţi 
interioare sarcinile nu se localizează pe suprafeţele acestora, astfel că pe 
suprafețele cavităţilor interioare densitatea superficială de sarcină va fi 
nulă (Sim = 0). Datorită acestui fapt, dacă se comunică, unui metal sarcini 
electrice prin cavităţi interioare, sarcinile vor trece imediat pe suprafaţa: 
exterioară şi în acest fel se pot încărca suprafeţele exterioare ale metalelor 


sînt construiți generatorii electrostatici Van de Graaf cu care se pot obţine 
practic tensiuni electrostatice foarte mari. Ei sînt folosiți în aceeleratorii 
liniari de particule și în studiile privind proprietățile electrice ale diferite- 
lor materiale (în special ale izolatoarelor folosite in electrotehnică). 
Dacă pe un corp metalic aflat în afara influenţei unor cimpuri elec- 
trostatice externe, avem o sarcină electrică necompensată Q (adică este 
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încărcat electric cu sarcina Q), atunci i 
i ; , atunci potenţialul electrostati 
feței metalului va creşte proporțional cu valoarea lui Q, astfel te Perie rar 


constant 


PA A 

0 = z | (6.6.88) 

depinde numai de forma, şi di iuni i 
nai d a şi dimensiunile corpului metalic respectiv. Mări- 
pie Stai capacitatea electrică a corpului metalic. DAO me poata IA 
o sa) ea re Sag R, Tr cu sarcina Q, atunci aplicînd legea 

„6. eră de rază r > ică ică 

eaa ai , concentrică cu sfera metalică dată 


4 A 2 Pate e O, (6.6.39) 


E0 


Avînd în vedere simetira sferică a problemei putem scrie 


d O (6.6.90) 


AT epr? 


Pentru, potenţialul electrostatic o(r), în afara sferei obţinem pe baza legi 
E = Vọ, expresia | 
E] T z 

(r) = — ges 6.6.91 
atr) AregP € ) 


Această expresie își păstrează, valabilitatea pentru r >R, deci şi pe supra- 
fața sferei metalice, al cărei potenţial va fi dat de 


= > ; 6.6.92 
í 4reohR ( ) 


Comparind (6.6.92) cu (6.6.83) rezultă că pentru o sferă metalică avem ex- 
presia capacităţii electrice C dată prin relația ; 


O = 4reoR . ai (6.6.92) 


Valoarea densităţii superficiale de sarcină o pe suprafaţa unui metal 
poate fi, în general, diferită în puncte diferite ale suprafeței. Dacă metalul 
se află în vid sau într-un mediu dielectric omogen, o într-un punct dat al 
suprafeţei metalului este proporțională cu curbură suprafeței în punctul 
respectiv. Pentru a dovedi acest lucru vom proceda în felul următor : fie - 
două porțiuni infinitezimale ale suprafeței. echipotenţiale luate în jurul . 
punctelor în care razele de curbură au valorile R, şi Ra şi unde densitatea 

cină are valorile o. şi oz. Acestea pot fi considerate ca 


superficială de sarem Í i 00! „ca 
echivalente cu două sfere de raze R; şi R care avînd densitățile superfici- 


ale de sarcină o, şi 02 au același potenţial electric pi = Pa (fig. 6.6.12}. 
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Tinînd cont de formula (6.6.92) și ini | 
- ji a (6.6.92) și de faptul că sarcinile celor două stere 
sint Q, = 4rRio, repseotiiv Q, = 4T R? oa egalitatea potenţialelor se serie 


An R? o An R2o 
Q= = Aba d le 5 Me brd 3 6.94 
O, AneoR,  AntoRa Sas 


de unde rezultă că 


ua ala, | (6.6.95) 


Fig. 6.6.12 


Această relaţie arată că densitățile superficiale de sarcină în două,punete ale 
„unei suprafeţe echipotenţiale sînt invers proporţionale cu razele de curbură 
ale suprafețelor în punctele respective. De aici rezultă că, în punctele 
suprafeţelor echipotenţiale de curbură mare (care geometric reprezintă 
vîrturi ascuţite) densitatea superficială de sarcină are valorile cele mai mari 
(în comparaţie cu restul punctelor suprafeței echipotenţiale). Dar atunci 
din (6.6.87) rezultă că în aceste puncte presiunea electrostatică are valorile 
cele mai mari. Aceasta explică de ce scurgerile de sarcini de pe suprafeţele 
electrizate apar întotdeauna prin virfurile acestora. 

O aplicaţie practică foarte interesantă a proprietăţii de scurgere a 
sarcinilor prin vîrfuri ale suprafeţelor metalice îl constituie microscopul 
cu emisie în cîmp (fig. 6.6.13). Acest microscop este construit în felul urmă- 
tor : un ac metalic foarte ascuţit (A) (diametrul vîrfului este de ordinul a 
1077 m) este plasat în centrul unei sfere de sticlă care are pe partea interi- 
oară un strat fluorescent (înnegrit, pe desen) şi bun conductor: de electricitate. 
Între acest strat și vîrful ascuţit al acului se stabileşteo diferenţă de potenţial 
foarte mare: Cind acul este încărcat negativ electronii ce se scurg prin vîrf se 
deplasează spre stratul fluorescent şi cioenindu-l, dau pe acesta, imaginea 
„locurilor de unde au plecat”, imaginea vîrtului acului metalic. În această, 
variantă microscopul permite distingerea unor detalii de ordinul a 20 = 
= 25 Å (LÅ =10-" m)şi această limită este determinată doar de fluctuațiile 
termice ale electronilor şi de proprietăţile lor cuantice (ondulatorii). Pentri 
a putea cobori şi mai mult această limită şi deci a mări puterea de rezoluție 
a microscopului se lucrează cu balonul umplut cu heliu. În acest caz rolul 
electronilor îl joacă, prin inversarea sensului câmpului gronni E pozitivi 
de He, ce iau naştere în apropierea virfului. Pentru ionii de He, are tă die 
masă mult mai mare decit a electronilor, lungimea: de undă asociată și 
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efectul fluctuaţiilor termice sint mieşorate. Această variantă de microscop 
se numeşte microscop cu emisie în cimp cu ioni pozitivi şi puterea lui de 
mărire a trecut deja de 2:10% ori. Acest tip de microscop, cu toată simpli- 
tatea lui de principiu, a permis pentru prima dată ca să poată fi văzuţi” 
ionii din reţeaua metalică. 

n consideraţiile de pînă acum ne-am referit numai la problemele de 
electrostatică în legătură cu un singur conductor metalic. În continuare 
se vor face citeva referiri la unele probleme de electrostatică în cazul cind 
intervin doi sau mai mulţi conductori metalici. Una dintre aceste probleme, 
de importanţă practică deosebită o reprezintă studiul legăturii ce există 
între potenţialele şi sarcinile unor conductori încăreaţi, aflaţi în interacți- 
une (fig. 6.6.14). Experienţa arată că sarcina Q; a unui conductor încărcat 
atunci cînd el interacționează electrostatic cu alți conductori, este o func- 
ţie lineară atît de propriul său potenţial ọ;, cît şi de potenţialele e,(k # i) 
ale celorlaţi conductori din sistem. Aceasta înseamnă că Q este dat de o 
relaţie de forma 


Q: = X Cu ` (6.6.96) 
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TEARRE 
Li 7 svg’ .. . pă e ile GQ, (î £ k} 
imile C. (i = k) se numesc capacităţi proprii, iar marim m 
ia po a de influenţă electrostatică. Relația (6.6.96) n ag 
decit o consecinţă a faptului că sarcinile electrice, potenţialele şi intera 
iuni tro statice sint aditive. i g i $ 
PED E EAR iile (6.6.96) rezultă că se pot exprima și pete tale 9: în 
funcţie de sarcinile Q, cu care aceştia sint încărcaţi, prin r aţiile 


pi = X Ca (6.6.97) 
i 


unde Ca sint elementele inversei matricei (Oir) 


Fig. 6.6.13 
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W pA pe conductorii încăreaţi electric ‘sarcinile necompensate 
se localizează la suprafața exterioară a acestora și datorită faptului că supra- 
fața unui conductor este echipotențială (ps = const), din (6.6.56) rezaltă 
că energia unui sistem de conductori încăreaţi este dată de | 7 


1 il 1 
W = z. > 0.0; = z 2 Cui = o 2 Or Q (6.6.98) 


(ultimele două expresii ale lui W s-au seris avind în vedere rela ile 6 
.6.9 
şi (6.6.97)). Deoarece energia W satisface relaţiile evidente r ( 7 


A 02W GANA GENIA 


aL Canisa e 6.6.99 
39:09 2909: 20:00 20,00; 


din (6.6.98) rezultă că mărimile Cix şi Că satisfac următoarele relaţii de 
simetrie 
Cip = Om Cal = Or: (6.6.100) 


Se poate demonstra de asemenea că mărimile Cp; au următoarele semne 


hAl a (6.6.101) 
<W a A k: i 


Din cele de ma sus rezultă că în cazul unui singur conductor încărcat 
electric, energia lui este dată de relația ; 


1 1 1 
W= h= a =3 OA (6.6.102) 


Un sistem format din doi conductori aflați în interacțiune electrostatică 
şi care sînt încăreaţi cu sarcini egale şi de semn contrar (adică Di a Q: = 
= Q) se numeşte condensator electric, conductorii respectivi numindu-se 
armăturile condensatorului. Se numeşte capacitate reciprocă a celor două 
armături sau, simplu, capacitatea condensatorului, mărimea 0, definită de 
relaţia Re 

Q = Clp — Q2) = CU (6.6.103) 


. A . zi Y . . jas A te 
unde i o, sint potenţialele celor două armături, iar Uia = Pı — Pa este 
dereita ael sau tensiunea electrică aplicată celor două armături. 
Pe baza relațiilor (6.6.97) ; (6.6.100) şi (6.6.103) se poate stabili, prin Urera 
calcule simple, că legătura între capacitatea 0 a condensatorului şi coefi- 
cienţii Cali, k = 1, 2) este dată de relația 


și OC — Qi. (6.6.104) 
Cu -+ 20a + Oog 
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Si aa 


TU PI! 


De asemenea, din (6.6.98) şi (6.6.103) rezultă că energia unui condensator 
încărcat este dată de expresiile 


1 1 1 Q@ 1 
W — a ye = — = —— n= — 2 
> (Qp — 092) 2 QUiz AET CU.  (6.6.105) 


În cazul conductorilor plasați în vid coeficienţii 0, depind numai de forma- 
geometrică a conductorilor şi de poziția lor reciprocă. Deci pentru un con- 
densator capacitatea © depinde de forma geometrică a armăturilor şi de 
poziţia lor reciprocă. În: cazul cînd între conductori se află dielectrici coe- 
ficienţii C,, şi deci şi capacitatea O a condensatorului depinde şi de proprie- 
tăţile electrice ale dielectricilor respectivi. În practică se folosesc de regulă, 
condensatori a căror armături au forme geometrice simple : plăci dreptun- 
ghiulare, cămăşi cilindrice, sfere etc. 

Calculul capacităţii acestor condensatoare poate fi făcut ușor, plecînd de la cunoașterea 
cîmpului electrostatic ce se creează între armăturile lui, Astfel, în cazul condensatorului plan, 
ale cărui armături sînt plăci plane de arie S, situate la distanța d una de alta, cîmpul electro- 
static va fi dat de suma cimpurilor create de către fiecare armătură în parte. Pentru distanțe 
d mici între armături în comparaţie cu dimensiunile. lor liniare, cîmpul electrostatic creat de 
distribuţia plană de sracină cu densitatea superficială o = Q/S este dată de relația (6.6.23) și 
deci avem ? 


o [oi c 
:B= E Ba n he e (6.6.106) 
a + - a 29 Ji 220 €o 
pt se Rea e 
De altă parte, E = JE| = — Vp] = (fi pa) = Și deci 
Us ai 20 + (6.6.107) 
d £95 , 
din care rezultă 
oa Azi (6.6 .107 
U d 


imil nden ic fo li ături sferice şi concentrice 
ilar, pentru un condensator sferic format din arm ; ; i 
de eat rii RS RA cîmpul electrostatic între armături va cr e apă rac 

ibuită uni ătura interioară de raza Re (pentru că, așa cum știm, pul c: 
al e e re terioară de rază R} are valoare nulă în inte- 
ina — Q, distribuită uniform pe armătura exterioar 1 : 
piece cine ZA SA ea teorema fluxului electric pentru o suprafață sferică de rază r(Ra<r < R) 


şi tinind seama de simetria perfect sferică a problemei, avem 


dp E dS = Ec 47r? = w ; (6.6.108) 
Ep E9 : 
respectiv stii f s i 
BUA PAR, ; oTi, ~ (6.6.109) 
~ ATE rè f è 
Pe de altă parte | 
| aF | (6.6.4110) 


i E miel Eee 
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şi deci 


Ra Ra 
d = 
azas u=- Hipa a SL ua RE ia ae (6.6.111) 
3 Ra AT E0 Ra r? Areo RR; E 
Prin urmare, pentru capacitatea C a condensatorului sferic se obține expresia 
gE Q Arneo R Ra 
U KEH (6.6.112) 


Pentru condensatorul cilindric format din două armături de formă cilindrică, coaxiale 
de lungime | și de raze R} și Ra (Rœ Re) cimpul elctrostatic dintre armături este dat de o expre- 
sia de forma (6.6.21). Deoarece și în acest caz cîmpul are o simetrie cilindrică putem scrie 


Sa Q 1 A de f 
2regl Ia SUB (648518) 
din care rezultă 
Ra Q R 
U= a=-f E ar we (6.6.114) 
R, 2rsol Ra 
sau pentru capacitatea C a condensatorului 
Q 27 Egl 
c= = e ; (6.6.115) 
U 1 £ i ' 2 
In — 
Ra 


6.6.4. Dielectrici în cîmp electrostatic 


. 


În cazul dielectricilor introduşi în cimp electrostatic procesul de 
electrizare este mai complex decît la metale. Unele substanțe dielectrice 
posedă momente dipolare proprii chiar în absența cîmpurilor exterioare — 
momente care în prezența unui astfel de cîmp electric caută să se orienteze 
pe direcţia acestuia. Alte substanţe dielectrice în absența câmpurilor exte- 
rioare nu posedă momente dipolare, dar astfel de momente sint induse de 
îndată ce substanţa în cauză este supusă acţiunii unui cîmp exterior. În 
toate cazurile avem însă de a face cu sarcini care se deplasează pe distanţe 
mici în dielectric. Aceste sarcini se nume sc, sarcini legate, 1ar procesul lor 
de deplasare sub acţiunea cîmpurilor exterioare se numeşte polarizare 
electrică. Fireşte că în urma unui proces de polarizare dielectricul ajunge într-o 
stare deosebită, numită stare de polarizare dielectric.. ag ora a 

Starea de polarizare a unui dielectric poate fi caracterizată prin 
vectorul polarizare P, definit ca suma vectorială a momentelor dipolare 
P, din unitatea de volum a dielectricului, adică prin relaţia 


pa Xa 


(6.6.116) 
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16 — c 1i 


Potenţialul electric creat în punctul r de o distribuţie de dipoli ici 
Via ) ; i ipoli electrici 
situați în punctele r’ va fi dat, în conformitate cu (6.6.40), de expresia 


g(r) = —— M av”. (6.6.117) 


|r — r'|? 


Dar, întrucît se poate verifica uşor că 


'r=r À £ 
——— = Vy 
[Eg] ( Emr ) 


(unde V’ se referă doar la componentele lui r’) din (6.6.117) obținem 


g(r) = = K P- y’ = ay’ ] (6.6.118) 


sau ţinind cont de relaţia ay¥ = v(aYP) — Yya, putem transforma 
această expresie astfel z4 ; E 


az, É j P(r’) grr =V RE) A pa 6.119 
i, | le + jr =" ăia 


'Transformînd în continuare prima integrală din termenul drept cu aju- 
torul teoremei lui Gauss (6.6.5) obţinem 


e(r) = = Ed e TE dY” (6.6.120) 
ÅT Ep |e — r'|  4re |r —r'| 


unde P, = P- dS/|dS] reprezintă componenta ' normală la suprafața 
dS a vectorului polarizarə. Comparînd expresia (6.6.120) cu (6.6.30) se 
vede că mărimile 


Pres = — vP(r'); ieg = (E) (6.6.121) 


þ axa: 5 . e, îi lec- 
ioacă rolul de densități volumice, respectiv superficiale ale unor sarcini e 
ee Romea înseamnă că potențialul electric creat de dipolii din dielec- 
tric poate fi considerat ca fiind generat deo na de sarcini (Preg, TES- 

i sînt sarcinile legate din dielectric. i 
ptT Eei A irie există şi sarcini libere de densitate volumică e; 
atunci în locul relaţiei (6.6.24) trebuie să luăm o relaţie de forma 


VE = Aeta + Preg) (6.6.122) 
gg, 
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sau dacă ţinem cont de (6.6.121) 


V(eE + P) = p. (6.6.123) 
Se vede că această relaţie este identică cu (6.6.5) dacă se notează 
D = E + P. (6.6.124) 


Am găsit astfel o expresie care leagă inducția electrică D de starea de pola- 
rizare electrică a dielectricului, stare caracterizată prin vectorul P. 

În general, P depinde de intensitatea cîmpului polarizant E, dar şi de 
structură, starea fizică şi forma geometrică a dielectricului. Pentru dielec- 
SU izotropi din punct de vedere electric și infinit extinşi spaţial se poate 

ua 
P = coXE (6.6.125) 


mărimea Xe numindu-se susceptivitate electrică a dielectricului. În cazul 
dielectricilor anizotropi (cum sînt dielectricii cristalini), legătura între P 
şi E este tensorială și se poate exprima sub forma 


Pe = od XapEe ; (0), {8} = (a, Y, 2} (6.6.126) 


unde (xap) este tensorul susceptivității electrice. 

De notat că relaţiile (6.6.125) şi (6.6.126) sînt valabile doar în cazul 
cîmpurilor electrice nu prea puternice. Aceste relaţii constituie ceea ce 
se numeşte aprozimaţie liniară a problemei. În general dependenţa lui P 
de E este dată de o funcţie generală 


P = f(E) (6.6.127) 


ale cărei aproximaţii de ordinul întii în E pentru cazul izotrop, respectiv 
anizotrop, sînt date de relaţiile (6.6.125) şi (6.6.126). Fenomenele care se 
pot descrie cu ajutorul “relaţiilor (6.5.125) şi (6.5.126) formează obiectul 
de studiu al electrostaticii liniare, pe cînd cele care nu pot fi deserise decit 
cu relaţii mai generale de tipul (6.6.127) formează obiectul de studiu al 
electrostaticii neliniare. Această din urmă este un subeapitol al electro- 
dinamicii neliniare, disciplină a cărei dezvoltare sistematică a început doar 
în ultimele decenii. i P 
Experimental se determină, de regulă, o altă constantă de material 
decit y, şi anume constanta dielectrică relativă s„ definită prin relaţia 


D= sE. (6.6.128) 


Din relaţiile (6.5.124) şi (6.5.125) se vede că legătura între s, şi Xe este dată 
deinen s e Xa s (6.6.129) 


243 


În tabelul de mai jos sînt date valorile lui €, pentru citeva substanţe. 


Substanţa er | Substanţa Er Substanța | ep 
Aer 1,00054 | Sticlă de cuarţ 3,8 Porţelan 6,5 
Teflon 21 Sticlă pirex 4,5 Apă . 78 
Chihlimbar 2,7 Bachelită 4,8 Bioxid de titan 100 
Hârtie 3,5 Mică 5,4 Titanat de bariu|3000-— 5000 


În consideraţiile făcute pină aici s-a adms că mediul dielectric este 
omogen și că el sepolarizează uniform într-un cimp electrostatic exterior 
omogen (P este constant, dacă E este constant). Este evident că în acest 
caz suma algebrică a sarcinilor legate dintr-un element de volum finit al 
mediului dielectric.este nulă (suma sarcinilor pozitive este egală cu suma, 
sarcinilor negative). Acest fapt ne permite să calculăm uşor cimpul elec- 
tric creat de sarcinile libere plasate într-un astfel de mediu dielectric. 
Pentru o distribuţie cu densitate volumetrică +p avem 


p 
E0 Er 


A ii, (6.6.130) 


Soluţia matematică a acestei ecuații se poate scrie prin analogie cu soluția 
„ecuaţiei (6.6.26) şi este de forma, să 


cl ll o AU) sar; 16.6.131) 
> = AT E0 Ep N Meba 


În cazul unei sarcini punctiforme Q plasată în originea sistemului de refe- 
-rință, relația (6.6.131) devine 


oaia Bpi (6.6.132) 
q(r) Tinea 
iar din E = — Ve rezultă i; aiis 
Doa paneli nn ETN 
Arest” 3 ii 


respectiv pentru forța coulombiană, de interacţiune dintre două sarcini 
punctiforme Q, şi Qə plasate în mediul dielectric 


piler, a (RLA) 
AT Eg Ep? 


arcinilor legate din dielectric determină 


Se remeroh faptul pă. Trenen aoiroetatla creat de sarcinile libere. 


o micgorare de e, oii a cîmpului e 
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R: E e de mai sus este însă valabilă numai pentru mediile dielectri- 
F po arizate omogen, nu și pentru cele polarizate neomogen. De notat că 
à polarizare neomogenă poate să apară și în cimpuri exterioare omogene, 
acă mediul dielectric este delimitat spaţial de suprafețe finite. În astfel 
de cazuri polarizarea va depinde de forma geometrică a acestor suprafeţe, 
pentru că pe ele vor apare sarcini legate necompensate cu densitatea super- 
ficială o, =P,. Studiul acestui proces de polarizare va fi mult mai complex: 
decît cel prezentat mai sus, dar el se poate face plecind de la relaţia gene- 
rală (6.6.120) şi ţinînd cont de condiţiile de frontieră (6.2.44) și (6.2.45) 
n anumite cazuri de interes practic acest studiu poate fi făcut pe 
modelul unui ansamblu de două medii dielectrice polarizate omogen și 
separate între ele printr-o suprafaţă de formă geometrică regulată, pe care 
constanta dielectrică suferă un salt între valorile e, și sọ. Iată un exemplu : 
A Fie o sferă de rază R, plasată în vid şi polarizată omogen de către 
cîmpul electrostatic omogen E. Vom calcula potențialul electric în afara 
sferei (¢ọ.7t) şi în interiorul ei (4). Pentru că E, = const., putem scrie 


Pert = Po Ar Pa | (6.6.135) 
unde 


Po = — Er (6.6.136) 


reprezintă potenţialul electric al cîmpului exterior E, iar qa potenţialu 
creat în exterior de sfera polarizată omogen. Prin analogie cu (6.6.118) 
putem lua pentru e, o expresie de forma a A 


qi = OE V (25) (6.6.137) - 
3 7 B 


C; fiind o constantă. Potenţialul din interiorul sferei se va deosebi de cel 
creat în exterior de către cîmpul E, doar sub aspect cantitativ, aşa cum sta- 
bileşte relația (6.6.132) şi de aceea se poate lua 


Qint = — CE, SE; $ ; i (6.6.138 


€ fiind de asemenea o constantă. i ; Ade 

Pentru determinarea constantelor Co şi C, vom folosi condiţiile de 
frontieră (6.2.44) şi (6.2.45). Din prima, întrucît suprafaţa sferei nu conține 
sarcini libere (o = 0), avem 


FER f 5 Ô Qint. = sa Ô Pezt P 6. ; 
(D,r=R = (Da )r=R tza | a = €9 ea E (6 6 139) 
zespectiv cu (6.6.135) — (6.6.138). 
2 E:r 


ET RGE E 
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sau 


ar Sg 20,5 
<0E, = e|- Eo — Pai 33 a ) . (6.6.140) 


Din condiţia (6.2.45) è i i 
nm AELS] Aa ) rezultă că pe suprafaţa sferei potenţialului electrie 


Deci [Pimlr=R = LPezir=R. (6.6.141) 
CE 
SODB = —BR+- :(6.6.142) 
respectiv 
0 
0=1 aa! (6.6.143) 


Gu această expresie introdusă în (6.6.140), găsim pentru 0, şi O relaţiile 


€ 


AE LORS 0 = 39 
e + 29 e + 28 


o (6.6.144) 


şi deci potenţialul electric in interiorul sferei polarizate, respectiv în afara. 
ei va fi dat de expresiile 


iai Asai Er (6.6.145) 
peur) = — Eo r + E Eo RE N Sai ,46.6.146) 
e + 25 SF 


Dacă dorim să exprimăm al doilea termen din partea dreaptă a expresiei 
(6.6.146), (care reprezintă potenţialul de dipol al sferei uniform polarizate) 


prin intermediul vectorului de polarizare P, atunci ţinind cont de (6.6.118), 
putem scrie Ş 


aere pie Bo E E Pory (6.6.147) 
zi Dee 2 n pa Rea 79 


4r R” 


unde Y = 


reprezintă volumul sferei. Rezultă că în relaţiile (6.6.145) 
şi (6.6.146) se poate face înlocuirea 


LE A: Ea | (6.6.148) 
3e et 2% 
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În acest caz, expresiile care ne dau cimpul electrostatic în interiorul, res- 
mpectiv în exteriorul sferei polarizate, se găsesc ușor din 


3e 
Eim=— V pinl) = ——E 
int PinlT) EE (6.6.149) 
I 3(P-r)-r P 
E = — V Pelt) = E + E = zA y.  (6.6.150) 
ÅT €p r r 


Prima expresie se mai poate serie, ţinind cont de (6.6.148) sub forma 


. (6.6.151) 


Se vede că intensitatea cîmpului electric în interiorul sferei este mai mică 
decit în afara ei cu mărimea 


P v 
E, = — (6.6.152) 
39 


numită şi cîmp de depolarizare electrică. Acest cîmp de depolarizare se 
datorește sarcinilor. legate necompensate ce apar pe suprafața sferei, iar 
valoarea lui depinde în mod esenţial de forma geometrică a corpului die- 
Jectric. i : 

Relația (6.6.152) poate fi generalizată pentru cazul unui elipsoid pola- 
rizat uniform, cînd. i ; i 


Ea = — A. Np- (6.6.153) 


E0 


Aici prin N, s-au notat aşa numiții factori de depolarizare în lungul direcției 
1, care trebuie să satisfacă relaţia, 


NAN + N E (6.6.154) 
Za „ali 1 RE N 
De exemplu, pentru sferă N, = Na = Nee 235 pentru cilindru polarizat 


pL 
uniform în lungul axei sale, N, = Na = TA N, = 0 etc. 


De notat că rezultatele de mai sus pot fi generalizate la cazul unei 
sfere dielectrice polarizate uniform şi plasată într-un alt mediu ras 
omogen. Dacă s este constanta dielectrică a sferei şi ea a mediu să ini 
jurător, atunci relațiile care ne dau cimpurile în cele două medii di e ei 
se obţin din (6.6.149) și (6.6.150) prin înlocuirea s > Sı ŞI So > Sa. Aceas 
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generalizare ne permite să găsim imediat cimpul electrostatic în interiorul 
unei cavităţi vidate, de formă sferică, practicată într-un mediu dielectric 
polarizat omogen. În acest caz, va trebui să schimbăm locurile lui e Şi £o 
în expresia (6.6.149), ceea ce ne va conduce la relaţia, 


P ă 
j oana Ag (6.6.155) 
3£9 
Cimpul suplimentar 
RE (6.6.156) 
3£9 


poartă numele de cîmp Lorentz. 


6.6.5. Polarizarea prin inducție şi polarizarea prin orientare a dielectricilor 


În paragraful precedent s-a menţionat că substanţele dielectrice pot 
fi grupate în două clase și anume : clasa dielectricilor polari, formată, din 
substanţe dielectrice care posedă momente dipolare electrice proprii (în 
lipsa vreunui cimp electric exterior) și clasa dielectricilor nepolari formată, 
din substanţe dielectrice care nu posedă momente dipolare proprii, dar în 
care pot fi create asttel de momente dipolare prin inducţie de către un cimp 
electric exterior. Fireşte, şi într-un caz și în celălalt este vorba de momente 
dipolare electrice determinate de configuraţiile sarcinilor pozitive și nega- 
tive de la nivelul atomilor și moleculelor și de aceea, pentru a evidenția 
semnificaţia fizică a acestor procese de polarizare este necesar să facem un 
studiu asupra lor la nivel microscopic. În general, acest studiu ar trebui să 
ţină seama de comportarea cuantică a purtătorilor microscopici de sarcină 
electrică (electronii şi protonii). Totuşi, într-o serie de cazuri se constată 
că o teorie microscopică clasică permite obţinerea unor rezultate verificate 
de experienţă, iar teoria cuantică nu aduce decit corecţii neglijabile. De 
aceea, în continuare, va fi expusă tratarea clasică a proceselor ee 
pice de polarizare a dielectricilor, 3 iau E a iri semnificaţia 

igi ilor macroscopici de material €r e. | 
lea a) pare ia pier a substanţelor dieleetrice. Esteun proc 
de polarizare ce se naşte în toate substanțele dielectrice de îndată eta lar 
sînt introduse în cîimpuri era e nA ia 3 Ceea T, Ta r 
configurației sarcinilor electrice de la nive și a milar pi a tate, AN 
care o crează cimpul electric exterior. Fiind vorba e i gg 
i i statice se va stabili o nouă configurație stabilă ; 
paet Eara pozitive va fi deplasat pe direcția şi în sensul oala) 
centru! ă de centrul sarcinilor negative, luind astfel naştere zile pot 
lectrice indus. În general; valoarea momentului dipolar indus va AÑ KR 
minată atit de acțiunea cimpului paro pb re Ti Sare paie 
P $ i in UL 104 
tonande a A ri rue dielectrioilor omogeni şi cu polari- 
bpe (polarizare care dispare o dată cu cîmpul eleotrie exterior), 
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este valabilă aproximaţia liniară în care valoarea momentului dipolar 
indus la, nivel de particulă depinde liniar de cimpul exterior E 


p = «E. (6.6.157) 


Coeficientul de proporționalitate este cunoscut sub denumirea de coefi- 
cient de polarizabilitate electrică a particulei respective. Intervine deci, 
în acest caz, o polarizare prin deplasarea cvasielastică fie a electronilor 
(polarizare electronică caracterizată, prin «,), fie a ionilor din molecule (ato- 
mii) substanţei dielectrice respective (polarizare ionică — caracterizată 
prin «,). Aceste fenomene vor fi prezente în toate substanţele dielectrice 
aflate în cîmpuri electrice. La dielectricii polari însă, peste aceste procese 
de polarizare prin inducţie se vor suprapune procesele de polarizare prin 
orientare a momentelor dipolare proprii sub acţiunea cimpului exterior. 
Din clasa dielectricilor nepolari fac parte substanţele constituite din 
molecule (mono sau poliatomice) simetrice, cum sînt gazele nobile (He, Ne- 
Ar, Kr, Xe), gazele constituite «din molecule biaitomice cu legături homo, 
polare (H, Nz, Cl. ete), unele hidrocarburi (gazoase sau lichide) cu aşezare 
simetrică a atomilor în moleculă (CH, ; CsHe 0sHe etc:), o serie de polimeri 
solizi cu structuri simetrice (polietilenă, polistirenul 
ete), precum şi unele substanţe în stare cristalină. 
Pentru a obţine informaţii asupra coeficientului de 
„polarizabilitate «œ al acestor substanțe vom examina, 
pe modelul simplu al atomului de hidrogen, procesul 
de polarizare electrică prin inducție. Se poate admite 
că în prezenţa, câmpului electric exterior E, planul or- 
bitei unicului electron (de sarcină —e) pe care-l are . 
atomul de hidrogen se va deplasa în sens invers cim- 
pului pe distanţa d faţă de nucleul (vezi fig. 6.6.15). 
În noua configuraţie a atomului forța electrică, 


RF, = —cE e e (GG ala 5 


Fig. 6.6.15 


care acţionează asupra electronului va ti echilibrată de forța cvyasielastică 
F, care este de fapt componenta în lungul lui E a forței de interacțiune cou- 
lombiană a electronului cu nucleul atomic ; 


, 3 - ; . D 
parpale aran _(6.6.159) 
AT egr? ; 
Deci z ; i 
pi e i (6.6.160) 
Acer? i ki: 


Înseamnă că momentul dipolar indus va fi dat de expresia 
| | -p = ed = Arer d. (6.6.161) 
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Comparind acest rezultat cu 
zabilitate electronică a, expresia 


(6.6.157) găsim pentru coeficientul de polari- 


Xe = 4megră. (6.6.162) 


Dacă pentru + se va lua valoarea razei primei orbite Bohr (r = rs = 0,51Å = 
= 5,1- 1011 m), atunci se găseşte pentru coeficientul de polarizabilitate 
electronică a atomului de hidrogen valoarea «, = 1,67:10-4F-m23, valoare 
în bună concordanţă cu datele experimentale. 

De remarcat că rezultatul (6.6.162) este valabil pentru toate subs- 
tanţele dielectrice nepolare în moleculele cărora intervin numai legături 
homopolare şi deci vor apare numai procese de polarizare electronică. Aceste 
procese sînt destul de rapide, noua configuraţie stabilindu-se în intervale 
de timp de ordinul a 10-15 de la aplicarea cimpului electric exterior. Inter- 
vale de timp mai mari, de ordinul al 10-13. 10712 s sînt necesare pentru 
realizarea, proceselor de polarizare ionică. Acestea intervin în substanțele 
nepolare cu legături ionice şi se datorese, unor deformări cvasielastice a 
moleculelor, ca urmare a deplasării ionilor componenți sub acțiunea 
cîmpului exterior. E 

b) Polarizarea prin orientare a dielectricilor polari. Se ştie că mole- 
culele care posedă momente dipolare proprii (po # 0) sînt acționate, în 
prezenţa unui cîmp electric exterior E, de cupluri de torţe, de moment. 


M=p XE: (6.6.163) 


și se vor roti, dacă mediul înconjurător le permite, pînă cînd îşi orientează 
momentele dipolare proprii pe direcția și în sensul cîmpului. În această: 
nouă stare, energia potenţială a fiecărui dipol 


Wg = —Po:E = — PoE cos 0 i (6.6.164) 


va fi minimă. Fireşte, o astfel de stare, în care toate momentele dipolare . 
proprii ale moleculelor mediului dielectric să fie orientate pe aceeași direc- 
ţie şi în același sens se va putea realiza doar la temperatura de 0K, Agonie 
la, temperaturi mai ridicate intervine acţiunea perturbatoare a agi at 
termice. Din această cauză vectorul polarizare P a dielectric bs a 
începe să scadă odată cu creşterea temperaturii. Experiența ma za x 
această scădere se face în conformitate cu legea lui Curie, care z epis 
că susceptivitatea electrică a dieleetricului scade invers proporţiona 


Xe == SaR . h (6.6.165) 
T. ; 


i i tă a numărului de molecule 
te determinat de micșorarea treptai ilui de mol 
ie dipolare proprii Po rămîn orientate în direcţia lui E pe 
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măsură ce temperatura dielectricului creşte, proces i i 
statistic. Astfel, dacă se notează Cu no tarist de aae pai 
de rolum a mediului dielectric, atunci numărul de molecule dn care la 
temperatura T au momentele dipolare pro- 
prii p, orientate în intervalul (0, 0 + d9) 
fată de E (fig. 6.6.16), va fi dat, conform cu 
legea de distribuție Boltzmann (5.3.11), de 
relația 

_WE 

e *Tsin0d0 


dn = 19 (6.6.166) 
| e- FEIT sin 0 dô 
0 


Componenta dP a momentului dipolar re- 
zultant al acestor molecule pe direcția E va 
fi deci 


dP = Po cos 0 dn (6.6.167) Fig. 6.6.16 


iar pentru vectorul polarizare P se va obţine 


T PoE 


T Piz sti “sin 0 cos 0 d0 
ei (2, cos? dn = noPo a OP (6.6.168) 
| kT. sin 0d0 
o 


Calculele se efectuează uşor pentru cazul temperaturilor obișnuite, cînd 
energia potenţială a dipolului po în cîmpul E este mică în comparație cu 
energia agitaţiei termice (poE cos0 < kT) şi cînd este îndeplinită suficient 
de bine aproximaţia - 


PoE cos 9 


iz 0900 s g Pole 6.6.169 
e SI1+ qT 2S 6. | ( ) 
În aceste condiţii (6.5.168) devine 
Š 1 Zet oos0 ) sin 0 cos odo- < E 
P=n bt O KT 7 oH Mpo p (6.6.1170) 
oPo ze T PE 3 € 3kT : 
G + IT cos 0 ) sin 0 d0 


o 


Comparind acest rezultat cu (6.6.165) se găseşte pentru constanta C din 
legea lui Curie expresia N ; 
7 OEL A (6.6171) 

3keo i 
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Dacă se notează şi în acest e 
culară prin orientare şi se ţ 


AZ CU op coeficientul de polarizabilitate mole- 
ine seama că în substanţele dielectrice polare 


mai intervine și procesul de polarizare prin inducţie (electroni ioni 
înseamnă că pentru aceste subatdniă. pi gal IER PI ID 
2 
=t +a +a = Oe tH a P, 6.6.1 
i T = te t ou + 37 (6.6.172) 


Legătura dintre aceşti parametri microscopici ai polarizării electrice şi 
constantele macroscopice de material (x. respectiv c,) ale substanței die- 


lectrice respective se obţine imediat pe baza relaţiilor (6.6.125) și (6.6.129). 
Această legătură este de forma 


= a; e, —1 = eg, (6.6.173) 
So Eo 

Trebuie notat, totuși, că în stabilirea acestei legături uneori este nece- 
sar să ținem seama nu numai de natura intimă a procesului de polarizare 
electrică a fiecărei molecule în parte, ci şi de interacțiunile care se nase 
între momentele dipolare electrice ale acestor molecule. Aceste interacțiuni 
pot fi neglijate în cazul dielectricilor gazoşi, dar pentru dielectricii lichizi 
i solizi contribuţia lor la procesul de polarizare electrică este însemnată. 
ntr-adevăr, aşa cum s-a arătat în $ 6.6.4, prezenţa momentelor dipolare 
electrice modifică intensitatea cimpului electric din interiorul substanței 
dielectrice respective. În aceste condiţii, polarizarea fiecărei molecule se va 
produce în cîmpul electric interior E;n, diferit de cîmpul polarizant exte- 
rior E. Pentru medii dielectrice omogene cimpul electric interior este dat 
de suma cîmpurilor exterioare și a cimpului Lorentz şi deci va trebui să 

luăm i 


P = mpa Eni = ma (e + F “ j (6.6.174) 
„BE TES i 


Această relație poate fi transformată cu ajutorul relațiilor (6.6.125) şi 
(6.6.129). Astfel, pentru membrul, din stinga putem scrie 


P = co = soler — 1)E ] (6.6.175) 
iar pentru membrul din dreapta : 
E p ee N AO 
24? -ajr tpi] e 
enS 3 3 
Prin urmare e A ; 
co(e, — 1)E = maE i z 
sau | 
AE aA (6.6.177) 
> Er Fe 2 380 


Se remarcă faptul că această, rel i 
SA T: ație, care leagă constanta macr ică 
A nrt ta e re, și polarizabilitate moleculară a, senine île 
6; az limită, ci x iți isfă i 
de dielectricii gazoși (la care i rc i dr Op T 


7 


De obicei, relaţia (6.6.177) se iS S ii 
X $ x 0.11 prezintă, într-o formă, modificat 

să conţină în membrul al doilea doar constante specifice i ie tb Ta 
acest Scop, se înlocuiește ne prin intermediul masei molare M, a densității 
substanţei dielectrice p şi numărul lui Avogadro N, A 


no = Na- ~. (6.6.1178) 


şi se obține 
Er I 1 M SĂ. N-a 
Er == 2 p 329 


(6.6.179) 


Sub această formă este cunoscută ca ecuația Clausius- Mosolti și pre- 
zintă un deosebit interes pentru că măsurînd pe e, şi e putem obţine in- 
formaţii asupra coeficientului de polarizabilitate « a moleculelor. Uneori, 
ecuaţia Clausius-Mosotti este serisă în varianta lui Debye, care se eb- 
ţine prin înlocuirea lui « cu expresia, dată de (6.6.172), adică 


e, —1l M N, po F 
Dr e astra - 6.6.180 
e, +2 pP Beo (+ ca ) , i 


c) Polarizarea dieleetricilor cu ordonare electrică. În ultima vreme 
a fost pusă în evidenţă existenţa unei importante clase de substanțe die- 
lectrice pentru care legătura dintre vectorul polarizare P şi cîmpul exterior 
E nu mai este liniară. Experimental s-a demonstrat că pentru aceste medii 
dielectrice susceptivitatea electrică depinde atît de temperatura T, cit 
şi de valoarea eîmpului polarizant E. De exemplu, dacă cîmpul exterior E 
este variat alternativ, atunci variaţia corespunzătoare a vectorului de pola- 
rizare P va fi descrisă grafie de o curbură închisă, de forma celei prezentate 
în figura 6.6.17, numită buclă de histerezis. Se remarcă de pe figură că dacă 
substanţa este supusă pentru prima dată polarizării electrice se obţine o 
dependenţă neliniară a lui P de E (curba de primă polarizare). În continu- 
are, micşorînd cîmpul E, polarizarea P rămîne în urma cimpului E (tinie 
rezis propriu-zisă), în așa fel încît la E = 0, substanța păstrează 0, pola- 
rizare remanentă P, + 0. Pentru anularea acestei polarizări este nopee 
un cîmp electric de valoare E, şi de sens invers celui inițial, numit cimp 
coercitiv. Un astfel de fenomen de histerează fiind specific și magnetizării 
substanţelor feromagnetice, ecific un asemenea 


fost denumiți er oelectrici. a 
arema a nah diați din clasa feroelectricilor a fost 


Printre primii reprezentanți stu 
aşa numita a Seignette — NaKO, ¿04:4H:0, care este un paeran aa 
de sodiu și potasiu. Această substanţă este foarte higroscopică ș$ š 
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compune uşor la căldură, dar în stare monocristalină manifestă proprie- 
tăți feorelectrice : (proprietăţi numite inițial seignetto-electrice). Ulte- 
rior au fost puse în evidență și alte substanțe cu proprietăți feroelectrice 
remarcabile cum sînt: titanații (îndeosebi titanatul de bariu: BaTiO; 
şi de stronţiu SrTi0,), cîteva soluţii solide din grupul niobaţilor şi tanta- 
laţilor, zirconatul de plumb, dihidrotostaţii şi dihidroarseniaţii de pota- 
siu (KH, PO,; KH, As0,), apoi materialele ceramice feroelectrice și 
electreţii. 

Blectreţii, sînt substanţe la care polarizarea remanentă se crează arti- 
ficial prin diverse procedee. Ei au fost descoperiţi în anul 1921 de către 
M. Eguchi, care constată că prin răcirea şi solidificarea unor substanţe orga- 
nice (polimetil-metacrilaţi, ebonita, naftalenul etc.) în cimp electric se 
păstrează o polarizare remanentă diferită de zero. Aceste substanțe au 
primit numele de termoelectreţi. În anul 1937, G. Nadjakov obţine fotoe- 
lectreţii, substanţe cum sînt antracenul, anumite sulfuri etc., care iluminate 
puternic în cîmp electric E păstrează de asemenea o polarizare remanentă, 
dacă cîmpul E este îndepărtat brusc. Astăzi gama, electreţilor ca și a uti- 
lizărilor lor practice este destul de mare. S-au obţinut electroelectreți, radio- 
electreţi şi mecanoelectreţi la care orientarea momentelor dipolare pe o 
anumită direcţie se face cu ajutorul câmpului electric, a radiaţiilor, a unor 
acţiuni mecanice, iar stabilizarea acestei orientări se obţine prin răcirea 
şi solidificarea substanţei respective. 

Studiile experimentale făcute în deosebi pe titanatul de bariu, care 
posedă atit o structură cristalină simplă (cubică de tip perovskit ; vezi 
fig. 6.6.18), cît şi o serie de alte caracteristici avantajoase (rezistență me- 


P 


J poi ie 


: 


Fig. 6.6.17 aa: Fig. 6.6.18 


canică ridicată, rezistenţă la încălzire etc.) au scos în evidenţă cîteva dintre 
proprietățile specifice substanţelor. teroelectrice ca: 

— existența unei temperaturi critice: T, (numită temperatura Curie) - 
peste care proprietăţile feroelectrice dispar ; i 
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— prezenţa unei polarizări remanente P,, în lipsa cimpului electri 
polarizant E, care variază cu temperatura d pă ifică dielectri- 
P ea p upă o lege specifică dielectri- 

— susceptivitățile electrice y, la feroelectrici au valori fo idi 
A Ale € e arte ridicate 
(vezi tabelul 6.6.1) şi depind puternicde temperatura şi de cîmpul polarizant 
etc. Aceste proprietăţi specifice, împreună cu faptul că la temperaturi T >T 
legea lui Curie (6.6.165) a trebuit să fie modificată printr-o lege mai gene- 
rală, de tip Curie-Weiss (pentru alte detalii vezi $ 6.8), 


Ke (6.6.181) 


au condus la concluzia că la substanțele fero- 
electrice intervine un proces de ordonare pe 
domenii de polarizare à momentelor dipolare 
proprii (fig. 6.6.19). In cazul BaTiO, domeniile 
de polarizare apar ca urmare a deplasării ionilor 
Ti?* şi O?- pe distanțe de aproximativ 0,18Å 
(unul spre celălalt), cu realizarea unor legături 
covalente şi a unor momente dipolare proprii 
orientate pe aceeași direcție. Acest proces condu- 
cela apariția, în cadrul unui domeniu de pola- 
rizare, a unei polarizări spontane (P, 4 0). În 
lipsa cîmpului polarizant E, sub acțiunea unor 
efecte termice şi mecanice se realizează de regulă o distribuţie haotică a 
domeniilor de polarizare (ca formă geometrică şi direcţie de polari- 
zare), ceea ce explică faptul că în aceste condiţii P = 0. Sub acţiunea, 
câmpului exterior E însă, apare un proces de orientare treptată a 
polavizării domeniilor pe direcţia lui E, proces în care fie că cresc 
domeniile în care polarizarea spontană, P, este orientată în sensul lui E, 
fie intervine o rotaţie a polarizării P, spre direcţia lui E. Ambele procese 
sînt condiţionate de simetria cîmpului cristalin şi studiul lor oferă 
informații prețioase asupra curbei de histerezis. Astfel de studii sint cu 
atît mai necesare cu cît substanţelor cu ordonare electrică, din care clasă 
fac parte substanţele feroelectrice, ferielectrice și antiferoelectrice (vezi 
şi $ 6.8) li s-au găsit o serie de întrebuinţări practice de mare însemnătate 
în : realizarea condensatoarelor electrice de capacităţi și tensiuni ridicate, 
a multipicatoarelor de frecvențe şi a modulatoarelor, a stabilizatoarelor de 
tensiune, amplifieatoarelor dielectrice şi ca elemente de memorie in ma- 
şinile electronice de calcul. zi F PSE 3 z 
Revenind la problema generală a polarizării substanţelor dielectrice 
din starea, solidă, este de remarcat faptul că acest proces fiind pier 
de deplasarea ionilor din reţeaua cristalină, va fi însoţit de wan icări ale 
altor proprietăţi fizice ale corpului respectiv şi în primul gmd a că or tori 
nice. Într-adevăr, oricît de mici ax ti aceste deplasări, ele tre Să: za re 3 
deformări. ale rețelei cristaline, respectiv tensiuni elastice. : e RE r 
a fost pus în evidență experimental şi a primit numele de eleciros ioțiune. 
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Fenomenul de electrostric 


i elastice produse în aceste corpuri dielectrice sint însoțite de 
gel e mea unor sarcini (respectiv cîmpuri) electrice. Acest fenomen este 
cunoscut sub numele de efect piezoelectric. Ambele fenomene oferă, multiple 


posibilităţi de utilizare practică (generatoare de ultrasun ărei 
i rasunet š 
metrice, traductoare electro-acustice etc.). je naa 


piune este un fenomen reversibil, în sensul că Şi 


„6.7. REGIMUL STAȚIONAR AL CÎMPULUI ELECTROMA GNETI 
(ELECTROCINETICA) : 


În regimul staționar, cîmpul electromagnetic este caracterizat prin 
ecuaţiile 
oD oB ĉe i | 
== 0 = 03 —=0; J 0. „7.1 
ôt E EI Ep a Pea 


Aceasta înseamnă că în regim staționar cîmpul nu depinde de timp. La 
interacţia lui cu substanța, se disipează energie sub formă de căldură. Din 
ecuația de continuitate (6.2.28) rezultă că în regimul staționar avem 


VI =0 Sia (ea 


sau aplicînd teorema Gauss 


N ŞI 47 = dp pa i: (6.7.3) 


Această relaţie arată că în regimul staționar fluxul curenților prin orice 
suprafaţă închisă este egal cu zero. 


6.7.1. ELECTROCINETICA 


< . è . . . = A ai . n s- 
Electrocinetica cuprinde studiul curenților electrici, adică al tran: 
rtului orientat de sarcină electrică printr-un mediu, numit e ee 
electric. Sint conductoare electrice în general toate mediile care posedă 
sarcini electrice libere, adică sarcini care se pot deplasa pe distanţe SeA 
sub acţiunea unor torţe externe. După cum s-a văzut în $ 6.2., apr Na 
de sareină electrică poate fi caracterizat prin vectorul densitate de cur 
J, definit prin relaţia ; 
' ; J= oy. (6.7.4) 
în definirea lui J se consideră că toată cantitatea de 


| i ; a (13 
ni ră relele dintr-un element de volum d% se deplasează „in bloc | 
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E ese Adi i au Pau diac epică are o structură 
ductoarelor metalice de raa arci % pa, sa îsi za 
uctoarel alice, de exemplu, sarcina care se poate deplasa, este cons- 
tituită din sarcinile elementare ale electronilor de condueţie (electronii 
de valență ai metalului). În soluţiile de electroliți și în gazele ionizate 
sarcinile electrice sînt transportate de ionii pozitivi şi negativi (de diverse 
valenţe), iar în cazul coloizilor, purtătorii de sarcină sînt particule mai mari 
constituie din mai multe molecule (numite molioni sau micele). Existenţa, 
acestor particule purtătoare de sarcină, face ca în general să nu mai 
putem vorbi de deplasarea „în bloc” a sarcinii electrice dintr-un element 
de volum dat, întrucît diverşii purtători de sarcină din același element 
de volum se pot deplasa cu diverse viteze, ca urmare a mișcării lor de agi- . 
taţie termică, peste care se suprapune mișcarea ordonată ce constituie 
curentul electric. Pentru a lua în considerare situaţia aceasta mai generală, 
densitatea de curent J se defineşte în felul următor : dacă în elementul 
de volum avem n, purtători identici de sarcină (fie electroni, fie ioni sau 
molioni), care se mişcă cu viteza V; ng care se mişcă cu Va ş.a.m.d., atunci 
vectorul J se defineşte prin 


J= gnv; Îi m =m (6.7.5) 


unde n, reprezintă numărul total al purtătorilor de sarcină existenți în 
unitatea de volum, iar q sarcina electrică a unui purtător elementar. Se 
obişnuieşte ca în locul vitezelor v; să se lucreze cu o viteză medie, definită 
prin relația 


<v> = du Y nv] (6.7.6) 


No i 


Această viteză medie poartă denumirea de viteză de drift (pentru că miş- 
carea obţinută din suprapunerea peste agitația termică a unei mișcări 
dirijate a purtătorilor de sarcină, poartă numele de mişcare de drift — miş- 
care ce s-ar putea asemui cu deplasarea unul roi de albine). Ea este diferită 
de zero numai dacă purtătorii de sarcină sint antrenați într-o mișcare rii 
“ jată de către forţe exterioare. De regulă, aceste forțe sînt de natură dee. 
3 trică, fiind create de un cîmp electric exterior E + 0, dar pot fi şi dena : = 
4 neelectrică. De exemplu, un gradient termic sau uh gradient al concentra 
ţiei determină în mediile conductoare curenţi termoelecirici, respectiv 
curenţi de difuzie. ` Sea: ; 

Tinînd cont de relaţiile (6.7.5) şi (6.7 .6), densitatea de curent se poate 
scrie sub forma ; 


J = mq <y>. (6.7.7) 


: j Tea ' i trio generat de un 
Este interesant de remarcat că în cazul curentului elec ni A 
ret elle constant (E = const.), deși ar trebui ca portao 5 arap 
să se deplaseze uniiorm accelerat (fiind acţionaţi de SE m. a 
viteza lor de drift şi, în consecinţă, densitatea de curent d s 


DP 


a Ce A) 
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în timp, experiența ne arată că densitatea, de curent rămîne constantă în 
tepi Un asttel de curent se numește continuu. Înseamnă că în mişcarea 
ordonată a purtătorilor de sarcină mai intervin şi alte forţe care asigură 


staţionaritatea acestei mişcări. De i 
n: $ i aceea, pentru un mediu conductor omo- 
gen şi izotrop se poate scrie că ) i 


<v> = uE (6.7.8) 


coeficientul de proporționalitate u — numit și mobilitate a purtătorilor 
de sarcină — fiind o mărime ce depinde atît de tipul acestor purtători, 
cit şi de starea fizică a mediului conductor. Cu (6.7.8), expresia densității 
de curent (6.7.7) primeşte forma 


= mquE = oE. (6.7.9) 


Această relație exprimă legea diferențială a lui Ohm. Noua mărime c, defi- 
nită prin relația 


EE - i (6.7.10) 


şi numită conductivitate electrică, caracterizează gradul de conducţie elec- 
trică al conductoarelor. Valorile acestei mărimi sînt cuprinse între c = 
=108(Q -m)~! (cazul metalelor) şio=10-12(0-m)-1 (cazul dielectricilor ; vezi 
şi tabelul de la § 6.7.1) şi trebuie notat totodată că o depinde de tempe- 
ratură, de tipul conducţiei electrice a mediului respectiv şi de natura aces- 
tuia. Pentru a evidenția însă aceste dependențe este necesar să se facă 
un studiu mai detaliat al mecanismului de conducţie electrică. 

În cazul mediilor conductoare anizotrope (cazul corpurilor cristaline) 
legea diferenţială a lui Ohm (6.7.9) primește formă tensorială 


Je = Şi cubi ; (6.7.11) 
k 


(c) fiind tensorul conductivității electrice. El este un tensor simetric 
(Sir = Six), proprietate care derivă direct din relațiile de reciprocitate ale 
lui Onsager (4.6.20) referitoare la coeficienții fenomenologici care descriu 
procese ireversibile liniare. E : 

Obținerea, pe baza acestor legi diferențiale (6.7.9) şi (6.7.11), a unor 
legi integrale presupune cunoaşterea, în plus a condiţiilor la limita de sepa- 
rare a două medii conductoare diferite, respectiv a condiţiilor de frontieră. 
Condiţiile la limită pentru curenţi electrici se obţin imediat din condiţiile 
la limită generale (6.2.44) şi (6.2.45) pentru cîmpul electric. Ele piileea 
că componentele normale la suprafaţa de separație ale densităţii de curen 
rămîn neschimbate 


Iu = Jaz (6.7.12) 
în timp ce componentele tangențiale sînt legate între ele prin relaţia 
In da... \ ` (6.7.13) 
0 Oa 
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Pe frontiera, co 10v PRS î a 8 
s o ; i stuia curentul este nul, 


By = sii = 0. 4 (6.7.14) 

Deci cîmpul electric normal la suprafața laterală a conductorului este nul. 
Această concluzie ne permite să definim conductorul drept un tub de curent, “ 
în lungul căruia sînt satisfăcute egalități de forma 

JS, = JS = e... = y Sy = I = const. (6.7.15) 
S, reprezentind aria secțiunii transversale a tubului de curent străbătută 
de curentul de densitate J;,. Mărimea scalară I, definită prin (6.7.15), sau 
printr-o relaţie mai generală de forma 


I= i| -aS (6.7.16) 
3 (5) Fei 

se numeşte intensitate a curentului. Ea descrie fluxul sarcinilor electrice ce 
străbat secţiunea transversală a conductorului în unitatea de timp și repre- 
zintă, aşa cum se ştie, mărimea fundamentală în descrierea la scară macro- 
scopică a curenților electrici. Pentru a stabili relaţia ce leagă această mărime 
de cîmpul electric care generează curentul electric, să mai observăm că 
în cazul unui conductor străbătut de un curent continuu potenţialul elec- 
tric q satisface o ecuaţie de tip Laplace. În adevăr, pe baza legii diferenţiale 
(6.7.2) putem serie 

gJ = V(oE) = ov(— Yo) = o V’ =0. (6.7.17) 
Deci 

Ag =0 

ceea, ce înseamnă că în regimul staționar suma sarcinilor pozitive din con- 
ductor este în permanenţă egală cu suma celor negative. Această conclu- 
zie este importantă şi ea se referă, la sarcinile volumice. De „exemplu, în 
cazul metalelor, sarcina volumică a electronilor de conducţie este com- 
pensată de sarcina ionilor din nodurile reţelei cristaline. În aceste condi- 
tii suprafața exterioară (suprafața laterală) a conductoarelor plasate în cîm- 
puri omogene (E = const) nu mai este o, suprafață echipotențială ca în 
cazul regimului static. Potențialul electric e variază continuu, în lun 
conductorului. De exemplu, pentru un conductor cilindric de arie S şi lun- 


gime l avem (fig. 6.7.1) ; - . i j 
E ea E aaa e 
E = — Vel 7 pt ! 


| , ! È 
; s Fig. 6.7.1 
U = Vu a TES: , (6.7.19) x 3 
ențial sau tensiunea la Saperda gon Er ti 
i i ensitatea, 
ini i de (6.7.16), (6.7.9) și (6.7.18) obținem pentru in 
e pt Ba se naşte în conductorul respectiv expresia 


= £ Uk (6.7.20) 


unde 


reprezintă diferența de pot 
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Mărimea 


R = l l , 

ALTE Ro(1 +- art) (6.7.21) 
se numeşte rezistență electrică a conductorului, p fiind rezistivitatea sau 
rezistenta specifică A conductorului, iar &pcoeficientul de variație ter- 
mică a rezistenței electrice. Formula (67.21) este valabilă numai pentru 
conductoare cilindrice, formă geometrică în care se prezintă de obicei con- 
ductoarele metalice. S-a menţionat deja că la conductoarele metalice rezis- 
tivitatea, electrică are valori de ordinul a 10-30 - m, cuprul metalic fiind 
pină nu demult elementul cel mai mult utilizat la transportul curentului 
electric. Se ştie că în ultima vreme, conductoarele de cupru av început 
să fie înlocuite cu conductoare de aluminiu, din motive de economicitate, 
Penţru a obține aceeași rezistenţă pe unitatea de lungime a conductorului, 
deşi secțiunea transversală a conductorului de aluminiu trebuie să fie 
de 1,67 ori mai mare decît a celui de cupru, masa lui se reduce la jumătate. 

Pentru a regla valoarea lui F se folosesc rezistoare — porțiuni de cir- 
cuit a căror rezistență R este mare în comparaţie cu a restului circuitului. 
Rezistoarele se realizează fie din sîrmă de wolfram sau tantal, fie din sirmă 
de manganin, nicrom şi alte aliaje (a căror rezistivitate este de zeci sau 
sute de ori mai mare decît a cuprului; vezi tabelul următor) în variante 


N N N N N PT 


` i ` Tabelul 6.7.1. 
Material | piam) » | apik- | Material | | pam) | apt) 
Cupru etali 1 79 108 38, 6:10-74 |Tantal , or 51078 31.1074 
Argint - 1, 60 -1078 36-1074 SNET ant 44,7:1078 30 -10-75 
Aluminiu 2 :80 -1078 49 "1074 Se dp 112 -10-8 2:1074 
pai pe Ma aog. Lie Me 15%Ni 30-1078 4-1075 


i vind rezistențe constante sau variabile. Ele sînt realizate deobicei 
Gin etenă bobinată i suporţi cilindrici izolanţi și pot fi ee re sea 
paralel sau mixt. Rezistenţa electrică a acestor rezistoare se cale nana 
formula (6.7.21). Se întîlnesc însă rezistoare şi în alte variante geomet: 
å în care cazuri Calcularea rezistenței presupune Ce 
noaşterea distribuţiei curenților prin mediul pandon ~ 
De exemplu, în cazul izolațiilor cilindrice (fig. 6. si 
mediul de rezistivitate p. formează 0 otagi pe 
drică cu raza suprafeței interioare. Pi şi a celei n 
terioare ra care este străbătută radial de către cur 
“tul electric. De aceea, putem serie 


nd __P pl O (6..22) 
„2 =), o  2rl hi 


sau dacă se introduce notația 


ta (6.7.23) 


numită şi „lungime efectivă” a izolației (7 fii ; i 
upa: : iind lungimea, geometrică 
a acestei izolaţii) S 8 , geon ă 


Rae 
A 
Acest rezultat este valabil pentru un rezistor de orice formă geometrică, 
şi el ne arată că calcularea rezistenţei R se reduce la calcularea unui fac- 
tor A, care depinde numai de forma geometrică a rezistorului respectiv. 
Înseamnă că pentru fiecare mediu conductor se poate defini şi calcula 
(sau determina) o rezistență electrică R, în așa fel încît relaţia (6.7.20) 
să poată fi scrisă sub forma 


U 
1 6.7.25 
h (6.7.25) 


Această nouă relație exprimă legea lui Ohm pentru curentul continuu ce 
străbate rezistorul de rezistență electrică R. Ba este o lege integrală, spre 
deosebire de legea lui Ohm diferențială (6.7.9). 

Atunci cînd printr-un conductor” circulă un curent continuu sub 
acţiunea unui cimp electric exterior de intensitate constantă, evident că 
asupra sarcinilor care se deplasează se execută uh lucru mecanic s% de 


către cîmpul exterior. Acest lucru pentru o sarcină Q are expresia 
2 2 > 2 3 5 à 
a =È par = QE -ar =o] Yş-dr=QU: (6.7.26) 
1 1 1 4 4 - 


Tinînd cont că în cazul curentului continuu putem scrie 


Q=It (6.7.27) 
din (6.7.26) rezultă că lucrul efectuat se poate serie sub forma 
A U (6.7.28) 


o 


De aici iaaio că puterea consumată de la cîmpul exterior este dată 


ilie P S UI ` (6.7.29) 
ctuat de cîmpul exterior asupra sar- 


e către purtătorii de sarcină pentru 
entului continuu, așa 


De remarcat acum faptul că lucrul efe 
cinilor electrice nu este „absorbit d 


mărirea energiei lor cinetice, deoarece în cazul cur 
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cum am arătat mai sus, viteza sarcinilor (viteza, i i 
constantă. Atunci înseamnă că în cazul pepe plece ee Ai 
trice nu rețin energia primită de la cimpul exterior, ci ele transferă această 
energie substanţei ce constituie mediul conductor respectiv. Interacțiunile 
dintre purtătorii de sarcină şi particulele constituente ale mediului conduc- 
tor sìnt specifice tipului de conducţie electrică şi se realizează, de regulă 
prin ciocniri cu transfer de energie între aceste particule. De cele mai 
multe ori, mediul conductor primeşte această energie sub formă de căldură. 
Cantitatea de căldură Q, absorbită în intervalul de timp t, de către 
i ae ag au Ad n cu ngaotoj de rezistență R prin care trece un curent 
ntinuu de intensitate va fi dată, potrivit relaţii 1.25) şi 
e P relațiilor (6.7.25) şi 
y2 


Qae RREAUIAA a 4 oE24Y. (6.7.30) 
R (fi 


Aceste relaţii exprimă aşa numita lege a lui Joule. 

Din cele prezentate mai sus rezultă că pentru menţinerea unui 
curent continuu este necesar un consum de energie din exterior. Acest 
consum de energie este asigurat de către cimpul electric exterior, prin 
lucrul pe care îl efectuează asupra purtătorilor de sarcină în mișcare. De 
altă parte, am văzut că în cazul electrostatic cimpul electric nu efectuează 
nici un lucru mecanic asupra sistemului de sarcini aflate în cimp (deoarece 
energia sistemului de sarcini, atît cea de interacțiune reciprocă (6.6.56), 
cît şi cea de interacţiune cu cimpul exterior (6.6.70), rămîn neschimbate 
în timp, întrucît fiecare sarcină din sistem se află în repaus). De aici rezultă 
deosebirea esenţială între regimul staționar (cind avem curenţi electrici 
şi deci deplasări de sarcini electrice) şi regimul static (cînd nu avem depla- 
sări de sarcini) al cîmpului electromagnetic. 

Elementul care menţine în regim staționar un cîmp electric, făcîndu-l 
capabil să efectueze lucrul mecanic asupra sarcinilor în mișcare este genera- 
torul sau sursa de tensiune electrică. Generatoarele electrice folosite in prac- 
ţică transformă în energie electrică alte forme de energie (mecanică la 
dinam ; termică la pila termoelectrică, şi generatoarele magnetohidrodina- 
mice — generatoarele MHD ; chimică la elementele galvanice; luminoasă 
în celula fotoelectrică etc.). Din punctul de vedere al cîmpului electric 

; putem spune că în generator se crează un 

cîmp electric exterior” (sau „director”, 

”Eext Ecoul 2 Sau „imprimat” etc.), E,.+ care menține 
pa pei e ef circulaţia, curentului continuu prin Cit- 
p | R2 f cuitul format de generator şi conduc- 
f tor (fig. 6.7.3). Acest cimp se supra- 
Fig. 6.7.3 pune peste cîmpul electrostatic de tip 
coulombian Ecou. (dat de interacţiunea 


iană inilor î iferenţială a lui 
coulombiană a sarcinilor în repaus). De aceea, legea di 
Ohm (6.7.9) se serie, -în prezenţa surselor de curent, sub forma 


es J= Esmit Ezi- 
(oy 
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ds „i, 


Dacă integrăm i i i 2 cea d n 
această ecuaţie pentru (0) por zune de cir i i 
4 À cuit C e: I 


2 È 2 2 
( — 3 ds =| E ards + | Eu As. (6.7.31) 
1 9 1 1 
Deoarece Ecou = — Ve, unde ọ este potenţialul cimpului electrostatic 
putem scrie 
2 E 2 
| Ecou ds = = Ve ds= pi — 92 (6.7.32) 
1 1 


unde q, şi e reprezintă valorile potenţialului electrostatic în capetele 1 
respectiv 2 ale porțiunii de circuit. Mărimea 


2 
Ea = | Ez dS S (6.7.33) 
1 


se numeşte tensiune electromotoare (t.e.m.), aplicată pe porţiunea de circuit 
respectivă. De observat apoi că în orice punct al porțiunii de circuit avem 
J ||ds şi deci Jds = Jds. În plus, pentru un circuit realizat din conductoare 
cilindrice, în fiecare punct al porțiunii de circuit avem J = L/S, 8 fiind 
aria secţiunii transversale a conductorului, iar I, — intensitatea curentului 
prin respectivul conductor. Dacă între punctele 1 şi 2 circuitul nu are 
ramificații, atunci: intensitatea I, are aceeași valoare în toate punctele 
porțiunii de circuit respective şi putem scrie 

2 2 2 

| A as = | ale page DA r pie EL 

z TEO: 1 cog 


TAG: 


Mărimea Rz definită prin aceste relații va fi tocmai rezistența electrică 
a porțiunii de circuit între punctele 1 şi Dia z 

TȚinînd cont de relațiile (6.7.32) — (6-1-33) se obseryă că putem 
transcrie relația (6.7.31) sub forma ; 


LR = Qi — Pa + Caz (6.7.35) 


Această relaţie reprezintă legea integrală a lui Ohm pentru 0 porţiune 
deschisă pe 1 nu coincide cu punctul 2) de circuit fără ramificații. 
Dacă ne referim la un circuit închis, punctele 1 şi 2 coincid, avem deci 
1 = 9 şi din (6.7.35) obţinem legea integrală a Jui Ohm pentru un circuit 


închis fără ramificații exterioare, scrisă sub forma 
Iivo £ Rsirc => Ê cine: i (6.7.36) 


tică, de regulă, avem de a face adesea cu circuite ramificate. 


ie serie legea integrală a lui Ohm pentru 


Să vedem în continuare cum se 
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astfel de circuite. Să id 
e culte. Să considerăm pentru aceas 
de tipul celui din fig. 6.7.4, a. Dach ie e rd 
formată din succesiunea de puncte 1, 2 
fi pt 


ircuit cu ramificații 
gi: j ai 
referim la o porțiune de circuit 
- 3 n, astfel alese încît între două, 


BEL 


Fig. 6.7.4 


puncte succesive i şi i + 1 circuitul să nu prezinte ramificații i 
prin sumarea unor relații de tipul (6.7.35) A cații, atunci 


n-—1l 


nl BE: 1 
2 Lun Pini = >F (pi — P) t >Y pis (6.7.37) 
PEDE 5 îi=1: 


í=1 


sau 
n-—1 #21 y 
cai Ta Rona Și Pa, Catei e (6.7.38) 
sa . i=1 > 


Dacă porţiunea de circuit considerată formează o buclă închisă, atunci 
Stii 1 va coincide cu punctul n şi ei = Ọm iar relaţia (6.7.37) se reduce 
a forma 4 


n—1l : n—i . . 
Y Ioma Pom = Y Cta (6.7.39) 
i=1 i=1 


Această relație este cunoscută sub numele de legea a doua a lui Kirchhoff 
referitoare la buclele rețelelor electrice. 

Ce se întîmplă într-un nod al rețelei ne spune legea conservării 
sarcinilor electrice, respectiv ecuația de continuitate (6.2.28), care în regim 
staționar primeşte forma (6.7.2). Dacă ne referim la un nod anumit al 
rețelei, ca cel figurat în fig. 6.7.4, b, atunci din (6.7.3) obținem 


. Jas = 5 (f Jasan Te =0. (6.7.40) 
j k JI(Sp): SRSA 

Deci într-un nod al unei rețele electrice de curent continuu suma algebrică 

a curenților este nulă (~I, +I + Is — I, +I; = 0 pentru nodul din 


- figura, 6.7.4, b): Această concluzie reprezintă prima lege a lui Kirchhoff- 
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Cele două legi ale lui Kirchhoff (relaţiile (6.7.39) şi (6.7.40)) sînt suficiente 


pentru rezolvarea, problemei reţelelor -de curent continuu, adică pentru 


alura curenților prin fiecare linie atunci cînd se cunosc rezistenţele acestor 
inii și tensiunile electromotoare ale surselor din reţea. i 


6.7.2. CONSIDERAȚII (CLASICE) ASUPRA MECANISMULUI DE CONDUCȚIE ELECTRICĂ. 


si S-a arătat, în paragraful precedent, că în toate mediile care conțin 
purtători liberi de sarcină iau naştere curenți electrici dacă aceşti purtători 
sint antrenați într-o mișcare ordonată de către un cimp de forţe (de natură 
i electrică, termică ete). Diversitatea tipurilor de purtători de sarcină, 
de interacțiuni ale acestora cu celelalte particule din mediul respectiv 
determină, în ultimă instanță, variația coeficientului de conductivitate 
electrică o funcție atît de tipul mediului, cît şi de starea lui fizică. Desigur 
că studiul microscopic al unor astfel de fenomene trebuie să ţină seama 
de comportarea, specific cuantică a fiecărui purtător individual de sarcină, 
dar s-a constatat că informaţii importante asupra mecanismului de con- 
ducţie electrică se pot obţine și în cadrul unei tratări clasice. O astfel de 
tratare distinge trei categorii principale de mecanisme de conducție elec- 
trică şi anume : 

— conducţția electronică, . 

— conducţia ionică, 

— conducţia molionică (sau electroforetică). 

De notat că aceste tipuri de conducţie electrică pot fi întilnite la 
aceeaşi substanţă în stări de agregare diferite. De exemplu, metalele în stare 
solidă şi lichidă (topită), au o conducţie specific electronică, în timp ce în 
stare de vapori, o conducţie ionică-; germaniul are la temperatura camerei 
proprietăţi semiconductoare, în stare topită se comportă ca un metal (deci 
posedă o conducţie electronică), iar în stare de vapori ca şi în apropiere de 
temperatura de 0 K se comportă ca un dielectric (conducţie slabă 
ionică) ete. Ce dog șar 
a) Condueţia electronică. Este realizată de electronii liberi din metale, 
semiconductori * şi din plasmă, care se pun în mișcare ordonată sub 
acţiunea unui cîmp exterior sau a unui gradient termic (cazul curenților 
termoelectrici). Este de remarcat că, deşi într-un cîmp electric constant 
electronii ar trebui să se deplaseze uniform accelerat, sub acţiunea forței 


se obţine, aşa cum s-a menţionat mai Sus; un curent continuu. Exnlisatg 
acestui fapt constă în aceea, că electronii antrenați într-o mişcare d aa 
în sens inyers cîmpului E, suferă o serie de ciocniri moato ae cu li ai 
tivi din nodurile reţelei cristaline sau cu alte particule in i a se: 
În fiecare din aceste ciocniri ei pierd energie şi prin urmare ciocnirile joa 


* Studiul conduetibilității electrice a mediilor semiconductoare necesită o tratare spe- 
cific cuantică și, de aceea, nu va fi prezentat aici. 
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un rol de îrînare i i 
are in mişcarea ordonată a electronilor. De aceea, putem 
7 


să g simă i 
4 aproximăm efectul acestor ciocniri neel 


de frecare de tipul astice cu acţiunea unor forţe 


E, = —fv) (6.7.42) 


Atunci : işcării i 
dintata maea ai mişcării nerelativiste (viteza electronilor de 
obișnuiți, de ordinul zecilor sau sutelor de amperi este 


de ordinul lui 10 m/s : 4 . 
conduație sub. form A/S)» putem scrie ecuația de mişcare a electronilor de 


d 
Mo a <v> =— eE— f(v)> (6.7.43) 
respectiv 5 
d f E 
P = (== a (6.7.44) 


Această ecuație diferențială liniară neomogenă are soluția de forma 


YE 
KV) =V eT — (e (6.7.45) 
m, 
Mărimea > 
EUT = (6.7.46) 


reprezintă intervalul de timp în care viteza, de drift se micşorează de e ori, 
datorită ciocnirilor şi se numește timp de relaxare. Dacă se ţine cont că 
pentru metale t~ 10-8 s, atunci se vede că primul termen din (6.7.45) 
scade rapid în timp şi pentru intervale de timp de ordinul celor măsurabile 
în experienţe obişnuite ( ~ 1s) putem aproxima soluția (6.7.45) prin 
expresia 

CSE. (6.7.41) 

Mo 


Aceasta înseamnă că mobilitatea electronilor de conducţie este dată de 
relația : 


ae ao cd (6.7.48) 
Mo 
iar coeficientul de conductibilitate electronică prin ; 
| pauni Abia E (6.7.49) 
mo | $ 


i trebuie luatà masa efec- 
ci şi de interacțiunile lui 


N a a 

* într-o tratare cuantică, în locu 
tivă, determinată nu numai de propriet 
cu cimpul local cristalin. 


1 masei proprii mo à electronulu 
ăţile inerţiale ale electronului, 
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tă z remarcă faptul că dependența conductivității o de natura și 
area fizică a conductorului este determinată de densitatea volumică a 
electronilor de conducție no şi de timpul de relaxare 7. Dacă se are în 
vedere caracterul statistic al proceselor de ciocnire, atunci se poate spune 
că inversul timpului de relaxare este o măsură a probabilității acestor 
ciocniri. Cum într-o structură cristalină, de exemplu, pot interveni atit 
ciocniri cu oscilaţiile nodurilor reţelei, cît şi cu defectele de structură 
respectiv cu impurităţile ei, iar contribuţia acestora la mecanismul de con- 
ducţie electronică este aditiv, putem scrie 


cal 
pr (6.7.50) 


Pi 1 
T Tr Ta T; 
înseamnă că rezistivitatea p = o”! a conductorului va fi dată, potri- 
vit relaţiei (6.7.50), de suma a trei termeni 


P = pr + pa F Pi Sa (0.195) 


Primul termen exprimă contribuţia la rezistivitatea electrică a ciocnirilor 
electronilor cu nodurile reţelei aflate în mişcare de vibraţie termică, al 
doilea contribuţia, defectelor de structură ale reţelei, iar al treilea contri- 
buţia, impurităților de substituție. Relaţia (6.7.51) este cunoscută sub denu- 
mirea, de regula lui Mathiessen. Pe baza ei se poate explica de ce rezisti- 
vitatea aliajelor este, în general, mai ridicată decît a metalelor pure (se 
ştie că prin alierea Cu cu Ag, rezistivitatea electrică creşte, deşi pag < fcu). 
De notat, de asemenea, că numai primul termen pr este sensibil influențat 
"de temperatură, pentru că vibraţiile nodurilor rețelei se amplifică odată 
cu creşterea temperaturii. 

O investigare simplă a acestei influenţe se poate face folosind legile 
statisticii clasice. Se consideră deobicei, în acest scop, modelul gazului 
electronic, în care fiecare electron de conducţie execută mişcări libere 
între două ciocniri succesive. Dacă se notează cu <l liberul parcurs mijlociu 
în această mişcare şi cu Vv, = Ve) viteza pătratică medie, atunci se 
poate lua 


EROS (6.7.52) 
Vt ayi 


Calculînd în continuare Viteza pătratică medie a electronilor dintr-o lege 
clasică de echipartiție a energiei de forma 


m 3 pp. (6.7.53) 
2 2 | 


şi introdueînd rezultatul în (6.7.49), obţinem 


7 2 Mata (6.7.54) 
7: 2V3mok 


respectiv 


ETA „2 
Or ep ra “YT = (T). (6.7.55) 

Graficul din figura. 6.7.5, care imă variaţi 
rafic i 6.1.5, exprimă variaţia cu temperatura a rezisti- 
iati electrice a fierului metalic, arată buna ine pară a rezultatului 
(6.7.55) cu datele experimentale. Pentru a exprima dependența de tem- 
peratură a rezistivităţii se defineşte coeficien- 


9.106.0.m tul fenomenologice de variaţie termică a rezis- 
tivităţii ax prin relaţia 
1 dp 
ar e 6.7.56 
sia ui ( ) 


Experienţa arată că la temperaturi obișnuite 
ap = const. şi deci avem 


o te = Poll Fkap:1. A 
a 600 800 De notat că studiul dependenței de tem- 
Fig. 6.7.5 peratură a rezistivităţii electrice la mercur, 


făcut în anul 1911 de către Kamerling-Onnes, | 


a condus la concluzia că sub o anumită temperatură critică T., apropiată de 
temperatura heliului lichid (4,2 K), rezistivitatea pr tinde la zero. Se obţine 
aşa, numita, stare de supraconductibilitate, care oferă interesante aplicaţii prac- 
tice, dar care poate fi studiată numai în cadrul unei teorii cuantice. 
Valabilitatea aproximativă a teoriilor clasice ale conductibilității 
electronice este dovedită de legea Wiedemann-Franz, care leagă conducti- 
vitatea, electrică o de cea termică K. Folosind relaţia (6.7.54) se obţine 


e sere, pei E (6.7.58) 


(o 


L fiind o constantă (L = 2,45 - TOE W.- Q/K?), numită şi „numărul lui 
Lorentz”. Această lege atestă faptul că electronii de conducţie sînt purtă- 
torii de energie termică, respectiv de energie electrică în ambele procese 
de conducţie. E = z J 

b) Conducția ionică. Este specifică soluțiilor de electroliți (soluţii 
de oxizi, acizi, baze şi săruri) în care, datorită procesului de disociere 
"electrolitică, iau naştere purtători de sarcină pozitivă și negativă numiţi 
ioni. Se ştie că disociaț ia moleculelor unei substanţe dizolvate intervine 
ca urmare a slăbirii legăturilor ionice din cadrul acestor. molecule, slăbire 


cauzată de prezența solventului ca mediu dielectric. Într-adevăr, fiind 


vorba, de legături realizate prin forţe de interacţiun 
zența solventului, intensitatea lor se va micşora de e, € = a 
devenind așa de slabe încît permit ionilor pozitivi şi negativi să migreze 
prin soluţie. 
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et me pe a electrolitice creată de către Arhenius se bazează pe 
| „că procesul de disociere moleculară este un proces reversibil, fiind 
însoțit în permanenţă de procese inverse, de recombinare a ionilor (numite 
şi procese de molizare), cu formare de molecule neutre. În condiţii de 
echilibru termodinamic va exista o fracțiune æ constantă din numărul de 
molecule no, aflate în unitatea de volum, în stare disociată. Această frac- 
piune v poartă numele de grad de disociere electrolitică (sau mai general 
grad de ionizare, întilnit şi la studiul conducţiei electrice a gazelor ioni- 
zate, respectiv a plasmei). Vor exista deci | 


S = Ul (6.7.59) 
molecule disociate, respectiv 2no ioni (jumătate dintre ei purtind sarcina 
q, = ve >0, iar cealaltă jumătate, sarcina q- = ve < 0, v reprezentind 
valența ionilor) şi 

ne = (| — Tno - (6.7.60) 


molecule nedisociate într-o unitate de volum a'electrolitului. 

Fireşte că în prezența unui cimp electric constant (realizat prin intro- 
ducerea a doi electrozi metalici în electrolit, unul fiind alimentat la un ` 
potenţial pozitiv şi numit anod, iar celălalt la un potenţial negativ şi numit 
catod) ionii vor fi antrenați spre electrozii de semne contrare lor şi vor 
determina astfel un curent electric. Experienţa arată că la E = const., 
se generează un curent continuu, ceea ce înseamnă că și în acest caz pot fi 
definite mobilități ale ionilor pozitivi și negativi, prin relaţii de forma 
(6.7.8). Deci putem serie | 


JLH Saam + D-) (6.7.61) 
sau cu 
ev = pai (0 E „(6.7.62) 
din (6.7.61) va rezulta tot o lege diferențială a lui Ohm á 
; J = qam(u,+ u-)E = oE (6.7.63) 
în care coeficientul de conductivitate o este dat de expresia 
„0 = genu + peje : (6.7.64) 
Dacă notăm prin numărul lui Faraday- : 
F = 96,496 - 103 O/kmol . (6.7.65) . 
sarcina purtată. de an kmol de ioni monovalenţi şiiprin | i 
TE I (6.7.66) ` 
Na 


concentraţia echivalentă a moleculelor solvate, atunci expresia (6.7 .64) 


se mai poate serie sub forma 
o = vEnalp, + u-) 


(6.7.67) 
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RA Această expresie pune în evidență o dependență ibilității 
ionice atit de gradul de disociere z, Ha Şi e orei paie 
În figura 6.7.6 este prezentată grafic variaţia lui o, pentru o soluţie de acid 
sulfuric şi apă, funcție de concentrația procentuală a acesteia. Creşterea, 
inițială puternică alui o odată cu concentraţia se explică prin aceea că la con- 
ră centraţii mici (electroliți slabi) 
gradul de disociere fiind maxim 
(e = 1) creşte numărul de ioni 
odată cu creşterea lui n. La 
concentraţii mai mari (electroliți 
tari), gradul de disociere începe 
să scadă odată cu creşterea con- 
- centraţiei şi aceasta determină 
scăderea lui o. În determinări 
practice, de regulă, se măsoară 
aşa numita, conductivitate echiva- 
Fig. 6.7.6 lentă, definită prin relaţia 


C% (H>S0,] 


pie Fi (6.7.68) 


` 


Cunoscînd valoarea Aæ pentru un electrolit slab (z = 1) şi valoarea A 
pentru electrolitul tare respectiv, se poate determina gradul de disociere 
al acestuia din urmă cu ajutorul relaţiei | 


A E 
e 6.7.69 
ea | (6.7.69) 


în sfirşit, să mai notăm că pentru determinarea, mobilităţilor ionice p, şi 
u_, se află mai întîi raportul lor 


A 
je iz Mo (6.7.70) 
MD ST ete Ze 


din măsurători de scădere în timp a concentraţiei echivalente lîngă anod 
(74), respectiv lîngă catod (nE): Acest raport, impreună cu (6.7.69), consti- 


tuie două ecuaţii care permit determinarea lui u, §i pu. i 
O iei ionieă, se obţine şi în cazul gazelor slab ionizate. Se ştie 


că, la starea gazoasă ionizarea poate fi produsă fie de către surse externe 


(încălziri, radiaţii X, radiaţii nucleare etc.), fie prin procese de S 
tare care apar în timpul unor descărcări electrice. În primul caz stă e e 
ionizare slabă, gradul de ionizare % fiind de ordinul lui LOPAR m 7 
doilea caz apar ionizări puternice în momentul în care Sero Se sai 
din ionizarea moleculelor de gaz incep să aibă o existenţă s% epen S 
pentru că aceştia Vor produce, prin ciocniri cu moleculele ile re, pi ae 
cese de ionizare. Se constată că în prezenţa unui cimp electric co 
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e prin intermediul a doi electrozi metalici alimentaţi la o tensiune 
P A ea peltic, aceste ciocniri, la care participă și electronii smulşi 

atod, se produc în avalanșe rezultind o descărcare electrică în gaz 
care se autoiîntreţine. Desigur că mecanismul de conducţie electrică în 
acest caz devine foarte complex, el fiind determinat de prezența atit a 
ionilor cit şi a electronilor liberi. Fără a intra în detaliile acestor procese 
de conducţie (electronică şi ionică) de o largă utilitate practică, vom ana- 
liza succint doar mecanismul de conducţie ionică a gazelor slab ionizate. 

Dacă într-un astfel de mediu gazos se produc An, ioni pe secundă în 
unitatea de volum a gazului, iar dintre aceştia, un număr Am' =8 -m 
se recombină în unitatea de timp (3 fiind un coeficient de recombinare sau 
de molizare, iar ng numărul de ioni existenți în unitatea de volum a gazului), 
atunci în condiţii de echilibru, din egalitatea 


Ang = An (6.7.71) 
rezultă) 


no = Ano]: (6.7.12) 


În prezența unui cîmp electric constant (E = const.) o parte dintre ionii 
formați vor fi antrenați într-o mișcare dirijată şi vor forma curentul elec- 
tric. Condiția (6.7.72) în acest caz se va scrie sub forma 


IL 


6.7.73 
F ( ) 


An = ò -n + 


r | 
J fiind densitatea de curent ce se stabileşte între electrozii plasați la dis- 
tanța d unul față de celălalt, iar q sarcina purtată de un ion. Penţru curenți 
de intensități slabe, cînd este îndeplinită condiția 


Jiga & è n | (6.7.74) 


se poate considera că n, rămîne practic constant şi deci, în acest caz, 
densitatea de curent J satisface legea diferenţială a lui Ohm 


g= TES G ESE: (6.7.75) 


în cazul limită, cînd 


Li 


J, = gdlAno (6.7.76) 


i cî i toti ionii formați i i tă sub acțiunea 
i cînd deci toți ionii formați iau parte la mişcarea ordona « 
aer E, su obţine un curent de saturație (fig. 6.7.7). Creşterea în con- 
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tinuare a tensiunii electrice aplicate electrozilor 
conduce la apariţia unei descărcări electrice in 


, peste o valoare critică Us 
amintit mai sus, conducţia ne 1 


A dependentă, despre - 

mai răminind în acest caz pur otla. af i 
c) Conducția moliomică. Se observă, în 
sisteme coloidale, sisteme formate din două, 
faze, una, dintre ele fiind formată din particule 
fin dispersate în cealaltă. Există, soluţii 
coloidale formate din metale (Cu, Ag, Au 

Bi, Pt ete.), metaloizi (O, As, S, Te, Se ete.), 
din compuși ai acestora cum sint hidroxidul 
de zinc și de aluminiu, acidul salicilic şi acidul 
stanic etc., în care cele două faze (faza disper- 
sată şi mediul de dispersie) pot fi solide, 
E lichide sau gazoase (vezi tabelul de mai jos). 
Fig. 6.7.7 În general, faza dispersată este constituită din 
particule coloidale, cu dimensiuni și forme 
geometrice diferite, care îşi păstrează uneori mult timp stabilitatea în mediul 
de dispersie, chiar şi în situaţiile în care densitatea diferă mult de la o fază 


Mediul de dispersie | Faza dispersată | Exemple 
solid solid sticle colorate cu Co, Au, Cu 
solid lichid minerale cu incluziuni lichide 
solid gaz `: minerale cu incluziuni gazoase 
lichid solid ; suspensii coloidale 
lichid lichid emulsii 
lichid gaz : spume 
gaz solid aerosoli (fum, praf) 
gaz lichid aerosoli (ceață) 


a alta. Acest lucru se datorește structurii complexe a particulei coloidale 
În figura 6.7.8 se prezintă schematic particula coloidală de hidroxid de fier 
ce se obţine în clorură ferică. Se remarcă existența unui nucleu central 
= neutru în care sînt aglomerate 

cr CI Str a ce bti molecule neutre de Fe(OH); legate 

qosor între ele prin forțe de tip Van der 

Waals. În jurul lui ia naştere un strat 
dipolar electric, constituit din două 
CI: părţi şi anume: stratul dublu de 
adsorbţie a ionilor de clor, în care nu 
este neutralizată în întregime sarcina. 
pozitivă a ionilor de Fe™ şi stratul 
difuz în care intră ioni de clor slab 
legaţi de restul particulei şi care rea~ 
lizează neutralizarea ei electrică. se 
poate spune deci că sarcina particulei 
id coloidale (a molionului) si în sea 
az TStrat de caz pozitivă: În alte situaţii se obțin 
p milă el, ură încărcate negativ. Datorită 


Fig, 6.7.8 
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respingerii electrostatice dintre ele şi a mișcării browniene, aceste particule 
nu sedepun (sedimentează)) şi nici nu se contopesc una cu alta (coagulează). 

În prezenţa unui cîmp electric de intensitate constantă, molionii 
vor fi antrenați într-o mişcare ordonată (spre anod sau catod, funcţie de 
sarcina lor), luînd astfel naştere un curent electric. Fenomenul este cunoscut; 
sub numele de electroforeză (anatforeză cînd este vorba de molionii negativi 
şi catatoreză în cazul celor pozitivi) şi spre deosebire de electroliză, care 
este însoţită de reacţii chimice la electrod, aici intervine doar neutrali- 
zarea electrică a particulelor fără formarea unor- noi substanțe chimice. 
Acest fenomen oferă multiple aplicaţii practice (de exemplu, deshidra- 
tarea în cîmp electric a materialelor, curățirea suprafeţelor metalelor în 
medii coloidale sub acţiunea cîmpului electric ete). 

Experienţa, demonstrează că şi în cazul conducţiei molionice rămine . 
valabilă legea diferențială a lui Ohm. În cazul emulsiilor, acest fapt poate fi 
explicat uşor; dacă se ţine seama de prezența forțelor de frecare viseoase 
care se opun acţiunii forţelor electrice. Întrucit primele sînt forțe de tip 
Stokes, dependente de viteză, de forma 


F; = — 6 Tv (6.7.77) 


se ajunge la o mişcare staționară a particulelor în cîmpul E = const. 
cu yiteza ' : 


radi ee a (6.7.78) 
6nrnr ; É 
Pentru densitatea de curent electric J se obține expresia 
J = mgY = E - (6.7.79) 
unde : 
ae ; = 
-o So (6.1.80) 
Grey ; 


reprezintă coeficientul de conductivitate molionică. Se remarcă dependența 
lui o de mărimea particulelor coloidale (r fiind raza particulei pra 
de forma sferică) şi de temperatura soluției (prin intermediul coeficientului 
de viscozitate dinamică n). 7 


$ 6.8. REGIMUL STAȚIONAR AL 'CÎMPULUI ELECTROMAG- 
NETIC (MA GNETOSTATICA) 


| j i staţi î i € tie cuprinde şi 
iul regimului staționar al cîimpului electromagne 
legile ara aripi ale pieri respectiv legile fenomenelor magne- 


tice pentru care sint satisfăcute relațiile (6.7.1). în aceste condiţii, din 
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18 — e, 111 


ecuaţiile lui Maxwell (6.2.39) şi (6.2.41) se obţin următ i di 
țiale ale magnetostaticii l ; e a 


V XH =d; VYB=0; B = tui, (6.8.1) 


Prima dintre aceste relaţii ne arată că în cazul staționar cimpul magnetice 
este de fapt un cimp al interacțiunilor dintre curenţii electrici staționari. 
Alttel spus, cimpul magnetic apare ca efect al interacțiunii sarcinilor elec- 
trice aflate în mişcare relativă. Vom prezenta, în continuare, principalele 
fenomene și legi ale magnetostațicii, utilizînd în acest scop o metodologie 
similară celei folosite în studiul cimpului electrostatic. 


6.8.1. CÎMPUL MAGNETIC AL CURENȚILOR ÎN VID 


Problema directă a magnetostaticii, în cazul curenților în vid, constă 
în găsirea inducției magnetice B, respectiv a intensității H a cimpului 
considerind densitatea de curent J cunoscută. Această problemă ar reclama 
deci găsirea soluţiilor ecuaţiilor (6.8.1) pentru cazul vidului. Nu vom 

- urma însă această cale, ci vom căuta să aflăm intensitatea H prin interme- 
diul potenţialului vector A, întrucît aşa cum s-a arătat în § 6.4, prin inter- 
mediul relației (6.4.1) din A putem calcula univoc pe B. ` 

Am văzut că potențialul vector A satisface ecuația Poisson (6.4.14). 


| i sii 
În cazul magnetostatic însă, A satisface condiţia —— = 0, astfel încît 


ecuaţia Poisson (6.4.14) se reduce, pentru vid, la "forma 
AA = — wt. (6.8.2) 


- Această ecuaţie este complet analogă, sub aspect. matematic, cu ecuaţia 
(6.6.7) scrisă pentru potenţialul scalar o. Atunci şi soluția ecuaţiei (6.8.2) 
trebuie să fie complet analogă cu soluţia ecuaţiei (6.6.7 ) — soluţie care 
este dată de expresia (6.6.29) în cazul unei distribuții discrete de sarcină 
electrică şi de (6.6.30) în cazul unei distribuții continue. Deci putem 
scrie că soluția ecuației (6.8.2) pentru o distribuție continuă de curenți este 


ge e e IE, (6.8.3) 
j AES Ar W jr —r'| 


referim la cazul unei distribuții discrete de sarcini punctu- 


Dacă dorim să ne distr $ a 
a să facem cîteva precizări asupra modului cum trebuie 


ale, este necesar i E: era 
interpretate în acest caz condiţiile de staţionaritate să =0 şi : A 
ii i d î t sarcinilor punctuale modi- 

i le (6.7.1) şi (6.7.2)). Deoarece în cazul s 
ate, me ÎI i add electrică conținută într-un element de volum 


ateu R A earel 
dat nu are loc continuu, ci prin „Salturi” (cîte un „salt aoea L e 
intrări sau iegiri a unei sarcini în volumul respectiv), aonais Mae: 
este satisfăcută numai în medie, pe un interval de timp 
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decît timpul mediu în care sarcinile se mişcă î i 

At re sa șcă în volumul respectiv. Vom 
defini valoarea medie <f> pe intervalul de timp T a unei funcţii oarecare 
f (Œ, v), de coordonatele şi vitezele sarcinilor prin relaţia 


( Ey 
f, v) RAIN dc (6.8.4) 


Această operaţie de mediere este comutativă cu operaţia de, derivare în 
raport cu coordonatele spaţiale. De aceea, dacă aplicăm operaţia de 
mediere (6.8.4) ecuaţiei de continuitate (6.2.28), obținem 


1 çT 1 7 179 (7)— p(0) 
—| VIat = V |— = PE T A ami la 
T i | ma ) a T f, ôt di T 


(6.8.5) 


Pentru un sistem de sarcini în mişcare staționară mărimea p(T) — p(0) 
rămîne finită oricît de mare ar fi T. Atunci, dacă în (6.8.5) luăm pe T 
foarte mare (adică în calcule facem pe T —> co) obţinem, pentru valoarea 
medie a densităţii de curent relaţia , 


: VAD) = 0 (6.8.6) 
Condiţia de tipul TPR 
(2 EREN EUR (6.8.7) 
ôt T J, ât T R fa să 


e 


pe care o satisface în (6.8.5) densitatea volumică de sarcină se numeşte 
condiție de- stahionaritate. În consecinţă, se va numi mișcare staționară 
a sistemului de sarcini electrice acea mișcare în care toate mărimile fizice 
referitoare la sistem satisfac condiţia de staţionaritate (6.8.7). 

Să revenim acum la problema calculării potenţialului vector 
A pentru o distribuţie diseretă de sarcină. În acest caz, din (6.8.3) prin înlo- 
cuirea mărimii continue J dY” = pyd% = dQv cu mărimea discretă 
Qv, și a operaţiei de integrare cu operaţia, de însumare şi, în plus, ţinînd 
cont că în cazul distribuţiei discrete de sarcină trebuie să operăm cu 
valori medii în timp, definite în sensul relaţiei (6.8.4), obţinem 


Qui 
Ar) = MIO e it e (6.8.8) 
(n) „Am >? re —r| ` 


Avind expresia hui A(r), putem calcula intensitatea cîmpului magnetic H, 
folosind relația (6.4.1). Din (6.8.3) şi (6.8.8) se obține 


= ex a = az (99| its jar (6.8.9) 


wr] 
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respectiv 


1 T , 
TE E E T | E 
bo in X Far i. (6.8.10) 


Dacă în aceste relații ținem cont de relați ială 

A j ; i ația vectorială V x (ga) = ( V 

x i ep A Yo ae Adis că mărimile J(r’) şi Qv, nu bilă ti AIE 
dn gin tai ai j f 

Şi i tabla că e operaţiile de derivare conţinute in V, precum și 


Eee a ie liră, 
E Ir — r'|? 
obținem 
l Jxr-r) 
H(r = — a EN PE rs 7 
AT i e —r ay (6.8.11) 
respectiv 
I De XE) ; 
Ha = y A 


Aceste două expresii dau intensitatea cimpului magnetic pentru un sistem 
de sarcini aflat în mişcare relativă, cu distribuție continuă respectiv dis- 
cretă a sarcinilor. 

S În cazul în care vorbim de mişcarea staționară a unui sistem de sar- 
eini în interiorul unui conductor filiform, evidenf că J este paralel cu 
elementul de arc ds în fiecare punct al conductorului şi de. aceea se 
poate scrie Ea 
JaV = JSds = Ids. (6:83.13) 


Aici I reprezintă intensitatea curentului în conductor şi este o mărime 
constantă în cazul curentului continuu. Atunci, din (6.8.11) obţinem că 
intensitatea H a cimpului magnetic creat de un conductor filiform prin 
care circulă un curent continuu de intensitate I este dată de relaţia 


Sip SeeD 68.14 
BO 4r |, |r =r fÈ ; ) 


(integrala luîndu-se pe conturul reprezentat de conductor). Această rela- 
ție este cunoscută sub denumirea de legea Biot- Savart- Laplace. Ea poate îi 
folosită la calculul intensității H a câmpului magnetic creat de curenții 


constanţi, care circulă prin conductori țilitormi de orice formà geometrică, 
așezați în vid. Să dăm citeva exemple concrete : 

a) Intensitatea cimpului magnetic pe axa unui curent circular, Fie un curent constant; 
de R I, care circulă printr-o spiră circulară de rază R(fig. 6.8.1). Vom calcula inten- 
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sitatea H într-un punct P de pe axa spirei, situat la distanța z de centrul acesteia. Pentru acea- 
sta, vom alege sistemul de referință cu originea O în centrul spirei și cu axa Oz orientată 
în lungul axei spirei. Datorită simetriei problemei, se vede că intensitatea H creată de curen- 
tul din spiră va fi orientată după axa Oz, adică H=H(0,0 H3). 
Va trebui deci să calculăm, în (6.8.14), componenta z a vec- 
torului ds” X (r — r’). De pe figură se vede că avem 
[ds x (r — r)j, = ds’| r — r'| sin 0 (6.8.15) 
unde 0 = arctg (R/z). În plus, se pot scrie imediat relaţiile 
le — r'| = (R? + z23)2; ds”= Rdọ (6.8.16) 


e reprezentind unghiul polar din planul spirei. Ţinind cont 
de aceste relaţii, din (6.8.14) prin integrare după unghiul ọ, 
se obține expresia 
I (27 sin . Rde IR 
? An i (242) AR +2?) 


sau, întrucît sin 0 = R/(R2 + z2)"/?, 


-sin ©. (6.8.17) 


IR? 
QR? + z3)3/2 


Se observă că în punctul O intensitatea Hy a cîmpului creat, respectiv inducția magne- 
tică Bọ sìnt date de expresiile , : 


H, (6.8.18) Fig. 6.8.1 


H Bs papan 
SR? 0, — Holto = 2R 


(6.8.19) 


rezultate bine cunoscute din cursurile elementare de fizică. 


b) Intensitatea cimpului magnetice pe axa unei bobine solenoidale. Fie o bobină cilin- 
drică cu n = N|l spire pe unitatea de lungime, realizate din conductoare filiforme și fie Z inten- 
sitatea curentului continuu ce străbate aceste spire (fig. 6.8.2). Vom alege o secțiune transver- 


Fig. 6.8.2 
sală din bobină, de lungime dz, care poate fi asemuită cu o spiră circulară prin care ar circula 


curentul 
dI = Indz. ; (6.8.20) 


Intensitatea dH,, pe axa bobinei și la distanța z de planul secțiunii, a cîmpului magnetic creat 
de acest curent va fi dată, potrivit relației (6.8.18), de expresia 


nI R?dz 
dH;,= —— 


T Ra (6.8.21) 
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jar intensitatea W, a cimpului creat de intregul solenoid se 

vat de ) 3 y va obține din (6.8.21) pr d 
în raport cu variabila z. Pentru o bobină solenoldală de lungime ar L a rile an 
variabila z = R ctg 0, prin calcule simple rezultă fai d Noir 


nT | R?dz nI 
2 


Em miee i in 0 -dC BN 
(RE p zaoa en in "40 == y (con) — con 0), (08,22) 


0, și 0, — fiind unghiurile sub care se văd capetele solenoldului di 
n punctul P în care m soco- 
tate H.. (tig.6.8.2), Pentru solenoizi infinit de lungi, luind în (6,822) 030, și 0 = m, obti- 
m 


i 


HoNI 


NI 
H, = nl = Sa B, = poll; = (6,8,23) 


Aceste rezultate sînt valabile, în prima aproximație și pentru bobinele solenoldale de lungimi 
mari în comparaţie că raza secțiunii lor transversale. Trebuie reținut însă că expresia (6.8.23) 
ne dă inducția cîmpului magnetic numai pe axa bobinei solenoidale, Se poate arăta că B nu 
este constant în planul secțiunii transversale a solenoidului, deci cimpul magnetic creat de 
către solenoid nu este omogen [52]. i 

Un cimp magnetic de inducție B aproape constantă se 
poate obține cu ajutorul a două bobine circulare identice, coaxiale 
şi aşezate la o distanță una de alta egală cu raza lor (fig. 6.8.3). 
Un astfel de sistem de bobine este cunoscut sub denumirea de 
bobine Helmholtz. Ele sint mult folosite în măsurători magnetice 
de laborator, dacă aceste măsurători nu necesită cimpuri de 
intensităţi foarte mari. (Acestea din urmă pot fi realizate cu 
bobine Helmholtz supraconductoare). Inducția magnetică a 
cimpului creat de către o bobină Helmholtz se obține uşor 
din rezultatele înregistrate mai sus. Astfel, folosind relația 
(6.8.18), găsim pentru inducția magnetică în punctul P, situat 
pe axa celor două bobine, la jumătatea distanței 
dintre -ele (z = R/2), expresia 


Ri _BuoNI 
Raza BIR! 
(ze + = oge 


Bp = 26; = HNI (6.8.24) 


Yaa i intensitate I, ce străbate 
c) Intensitatea cimpului magnetic creat de un curent continuu de R 
un EE Aze rectiliniu şi infinit de lung. Vom calcula intensitatea H într-un punct P situat 
la distanța r de conductor și în acest scop vom alege originea sistemului de refe- 


rin conductor (fig. 6.8.4), în punctul de intersecție al 
E iesi duse d P pe conductor. Fie ds un element de 
curent situat la distanța r =s de O. Atunci, observind că 
liniile cîmpului H sint cercuri concentrice CU centrul în 0, 
situate într-un plan perpendicular pe conductor, putem scrie 


3 
Pa y Cos? Idi (6.8.25) 
AT — 00 pă 
ri an 


sau cu schimbarea de variabila]s'= d tg 0 și decl: ds =d ENG 


1 çr 1 
Bryar PT elle 0.8.26) 
H=? Tra \ caase caza ( Fig. 0.8.4 
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Să revenim acum la problema generală a determinării potenţialului 
vector A, creat de un sistem de sarcini în mişcare staţionară şi să caleulăm 
valoarea lui în puncte situate la distanțe mari în comparație cu dimen- 
siunile liniare ale volumului ocupat de sarcini, În aceste cazuri, întrucât 


Ir] > ll (6.8. 27) 
este justificată aproximația (6.6.33) şi putem serie 


1 a r 7) 
Sie a (: Cr FE (6.8.28) 


hare AE 


în această aproximaţie, potenţialul vector A(r), dat de (6.8.8), se va 
serie sub forma 


Ar) = n, (3 So E- Cx Se i 29 a (6.8.29) 


valoarea medie intervenind datorită condiției de staționaritate. Primul 
termen din această relație va fi însă nul, în conformitate cu (6.8.7), pentru 
că se presupune că mişcarea sarcinilor Q, este staționară şi deci 


E a 


Al doilea termen din (6.8.29) poate fi transformat, dacă se ține cont tot 
de (6.8.7) şi de relația evidentă i 
d , [A ; LA A r r 
0= At Zel d) i, == Xe pan RO - Ve)” Ta). 
i (6.8.31) 


Atunci avînd în vedere și relația vectorială : a L e) bula se)” 
— e(a -b), din (6.8.29) se obţine 


Ata, = Ito (SQ viat = dem): > (6.882) 
2 Ana 
Dacă se introduce mărimea 
m => (Qi x vi) (6.8.33) 


numită, moment magnetic al sistemului de sarcini, expresia lui A(r) se 


transerie în forma 


iu 
A) = — pa (r x m) (6.8.34) 
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sau în forma 


A(r) = + Era pi: | 
(r) fada) m] (6.8.35) 
întrucit r/r? = — sa j j j | 
l y ( F ) Atunci, pentru inducția magnetică, B, conform 
cu (6.4.1), obţinem 
B=VxA = y| y4 | 
Li - x m (6.8.36) 


Vom transforma expresia din membrul doi, ţinind cont de relația vectorială 
Vx(axb) = (b: V)a— (a` V) b-+a( V: b)—b( V-a), (6.8.37) 


de faptul că m nu Kaia de r şi deci nu este afectat de operatorul V şi 
de relaţia V > | ia =A (<) = 0. Obţinem 
p r : 


D 

ele PA A a (6.8.38) 
Ane sed r 4r ER 

Efectuînd în această relaţie calculele indicate de operatorul V se obține 

pentru inducția magnetică B expresia | 


3r- (r: m) — 72-1m 
pp re ES ES a | 
i a (6.8.39) 
Aceasta este inducția magnetică a sistemului de sarcini, în aproximația 
de dipol magnetic. : 
Se remarcă faptul că expresia (6.8.39) a inducției magnetice este 
analogă cu expresia (6.6.44) a cîmpului electric a unui sistem de sarcini 
în aproximaţia de dipol electric. Rezultă deci că există o analogie mate- 
masică completă între dipolul magnetic şi dipolul electric. Bazindu-ne pe 
această analogie putem spune că pentru un dipol magnetic plasat într-un 
cîmp magnetice exterior, energia lui, forța ponderomotoare şi momentul 
cuplului care acţionează asupra lui trebuie să aibă expresii matematice 
similare cu energia, forța ponderomotoare şi cuplul pentru un dipol electric 
lasat într-un cîmp electric exterior. Atunci, prin analogie cu relaţiile 
(6.6.73), (6.6.78) şi respectiv (6.6.81), putem scrie că energia, forța pondero- 
motoare gi respectiv momentul cuplului pentru un dipol:magnetie plasat 
într-un cîmp magnetic extern sînt date de expresiile 


Wa == —m A Bez: f (6.8.40) 
Fpn = — m V) Bese (6.8.41) 
M, = m X Bar (6.8.42) 
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avem 


x 
De = 0, (a), {P} = (m, y, 2)) forța ponderomotoare ce acțio- 


nează asupra dipolului magnetic este nulă. Situația aceasta este complet 
analoagă cu situația dipolului electric în cîmp electric omogen. 

Este interesant de remarcat că dacă sarcinile din sistem sint purtate 
de particule identice, atunci există o legătură simplă între momentul 
magnetic al sistemului şi momentul lui cinetic total. Într-adevăr, dacă se 
consideră că este vorba de particule identice de masă mọ și sarcină d, 
atunci din (6.8.34) obţinem 


m = 


brBr Jar; X miv = A S Ly = ei > (6.8.43) 
2M ` 2m t 2m9 
unde p;= mov; şi L, sint impulsul şi momentul cinetic al particulei i, 
iar L este momentul cinetic total al sistemului de particule. Relaţia (6.8.43) 
ne arată că fenomenele de magnetizare sînt însoţite de fenomene cinetice, 
iar determinarea raportului 

|m | q 


Yoe ES 


IL| 2Mo 


(6.8.44) 


numit şi factor giromagnetic a jucat un rol esențial nu numai în studiul 
fenomenelor de magnetizare, ci şi al particulelor elementare. l 

O expresie interesantă se obține pentru momentul magnetic m în 
cazul în care particulele se mişcă staționar pe o traiectorie închisă plană. 
În acest caz 


XVR Fe È (6.8.45) 


unde S este un vector perpendicular pe suprafața delimitată de traiectoria 
particulei şi al cărui modul |S] este aria acestei suprafețe, iar intervalul 
de timp T pe care se face medierea în sensul relaţiei (6.8.4) poate fi ales 
egal cu perioada de rotaţie a particulelor (mişcarea fiind staţionară toate 
particulele au aceeaşi perioadă de rotaţie). Atunci, din (6.8.33) şi ţinind 
cont de (6.8.45), obţinem : $ 


1 pica Piso ES 
E pa eeN = 18 (6.8.46) 
ia 3 0; a dt: pia 


unde I = QJ7 este intensitatea curentului generat de mişcarea staționară 
a sistemului. de sarcini. 


6.8.2, CÎMPUL MAGNETIC ÎN PREZENȚA SUBSTANȚEI 


i i \eti io suferă modificări la 
Experienţa arată că un cîmp magnetic statie su ificăr 

cina d PA Ri el a unor corpuri, la fel cum un cimp electrostatic auzon 
modificări în prezența dielectricilor. Se numesc substante magnetice acele 
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` 


STe Dy "APO uj A At . n A 
A ed tan Sp populează ul a influența cîmpul magnetostatic al 
camin AHON š A sg pi x e astfel de substanțe îl suferă în prezența 
zarea corpurilor ein t S h ee nume şte magnetizare. Se constată că magneti- 
he să ai aer poate îi temporară (se manifestă atita timp cit corpul este 
supus: acțiunii cìmpului magnetic exterior) şi permanentă (se manifestă 
şi după dispariţia cîmpului magnetic exterior). 

Studiul proprietăților magnetice ale substanţelor şi studiul proceselor 
de magnetizare se pot tace prin analogie cu studiul proprietăţilor dieleetri- 
cilor şi a proceselor de polarizare electrică (vezi $ 6.0.4 şi $ 6.5.5). Astfel, 
în cadrul unei tratări macroscopice se admite că magnetismul este deter- 
minat de prezenţa în substanţele magnetice a unor sarcini electrice în miş- 
care staţionară, care determină curenţi de intensitate constantă. Este 
vorba de existenţa unor curenţi electrici la nivel molecular, atomic sau 
chiar subatomic pe care o să-i numim curenți legați pentru a păstra analogia 
cu noţiunea de sarcină legată din cazul substanţelor dielectrice. Acestor 
curenţi legaţi li se pot ataşa momente magnetice m, în conformitate cu 
relaţia (6.8.46). Atunci, procesul de magnetizare va consta în acțiunea de 
orientare pe direcţia cimpului exterior H a acestor mormente magnetice. 

Astăzi se ştie că de fapt proprietăţile magnetice ale substanțelor își 
au originea în mişcările orbitale și de spin ale electronilor şi nucleonilor, 
însă folosind „modelul curenților legaţi” se poate obţine o descriere.mai 
simplă (măcar în prima aproximaţie) a proprietăţilor magnetice macrosco- 
pice ale substanţelor, decit descrierea, aceloraşi proprietăţi pe baza mişcă- 
rilor orbitale şi de spin ale electronilor și nucleonilor din interiorul atomilor 
substanţei respective. De aceea, în continuare va fi prezentată o descriere 
a unor proprietăţi magnetice macroscopice ale substanțelor bazată pe 
modelul curenților legaţi. În primul rînd, se vor obține legile de material 
ale cîmpului magnetostatic, în care scop vom generaliza, ecuaţia (6.2.39) 
în aşa fel încît în această ecuaţie să fie cuprinși şi curenţii legaţi. . 

Starea de magnetizare a substanţelor la nivel macroscopic „este 
descrisă prin vectorul magnetizare M (sau magnetizarea M), definit ca 
uma vectorială a momentelor magnetice m, din unitatea de volum 


1 
t= Ym.. (6.8.47) 


În cazul unui corp magnetizat uniform (M = const.), se vede că magneti- 


zarea joacă rolul de densitate volumică de moment magnetic, pentru că 


se poate serie a 
m = i MAY. (6.8.48) 


í iniție î i ie al corpului va îi. 
definiţie însă (vezi (6.8.33)) momentul magnetic a Ani 
73 EL remi distribuţia sarcinilor electrice Qa, în mişcarea lor staţio 


nară,, respectiv de curenţii legaţi de densitate Jie;= EV- Făcind în (6.8.33) 


echivalența Qv, > pvdY = Jd, obţinem 
m = (ff ee x d) dr: (6.8.49) 
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Rezultă din (6.8.48) că vectorul magnetizare M este determinat de densi- 


tatea J, a curenților legaţi. Pentru a stabili ia di 
d Vie gaţi. Pentru a stabili relaţia dintre aceste două 
mărimi, se observă că există identitatea 


Mar = (te (9 xar. (6.8.50) 


Într-adevăr, scriind această relație în coordonate carteziene, componenta 
după axa 0% a membrului doi are forma 


(exc x M)], dv dy dz = 


N + [e pi as] ae = & n dr dy dz. (6.8.51) 


Dacă se integrează prin părţi şi se ţine cont de faptul că pe frontiera cor- 
pului magnetic toate componentele lui M sînt nule, se obţine 


[e (22-22) — e (22 22 page = 
ax SOUR -02 0% 


= WE a +2 a) do dy de = W Mda dy dz 


Atunci egalînd (6.8.50) cu (6.8.49) se găseşte că pentru regimul staționar 
Jj = VX M > - (6.8.52) 


Vom scrie, folosind acest rezultat, în formă generalizată (pentru a cuprinde 
şi curenţii legaţi) prima ecuaţie (6.8.1) astfel . 


1. Spa păi erăliegeae (6.8.53) 
Kor- i ` ; 


înlocuind aici pe J din (6.8.1) şi pe Jup din (6-8.52), obţinem 
ÎL yxB= vxH+VXxM 


Ho 
sau ; A | 
7 x [B — mHE + M] =0: (6.8.84) 
Această relație este satisfăcută numai dacă 
B = pH -+ M). (6.8.55) 
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Uneori, această relaţie se mai scrie şi sub forma 


B = wH + 1. (6.8.56) 
Aici s-a notat | 


I = pM. (6.8.57) 


aşa numita polarizare magnetică (sau intensitate de magnetizare). Sub 
forma (6.8.56), relația care leagă inducția cîmpului magnetic în prezenta 
substanței magnetice, de intensitatea cimpului exterior H (cimp creat 
de curenții de conducție) este complet analogă relației (6.6.124), care 
exprimă legătura între inducția electrică D și cimpul exterior E în prezența 
unor substanţe dielectrice. 

Experienţa arată că pentru multe medii izotrope din punct de vedere 
magnetic, situate în cîmpuri magnetice nu prea intense, vectorul M este 
proporţional cu intensitatea cimpului magnetizant H. Pentru astfel de 
medii se poate scrie 


M=%H (6.8.58) 


unde mărimea Xm, numită susceptivitate magnetică, este o constantă de 
material care depinde, în general, de temperatură. În cazul substanțelor 
anizotrope din punct de vedere magnetic, cum sînt de exemplu cristalele 
cu proprietăți magnetice, magnetizarea M depinde atît de intensitatea 
cîmpului magnetizant cît și de orientările lui M şi.H în raport cu axele 
cristalografice. Atunci, pentru astfel de substanțe, în aproximaţia liniară, 
se poate scrie i 


Mars Di Xaplle i (a), {6} = (a, Yy 2) (6.8.59) 


unde (Xag) reprezintă tensorul susceptivității magnetice. 

Cînd cîmpul magnetizant H este mare, comportarea multor substanţe 
devine neliniară şi legătura între M și H nu mai este dată prin funcții 
- Jiniare de forma (6.8.58) şi (6.8.59), ci prin funcții mai generale, neli- 

niare, de forma 73 
M = f(H). : (6.8.60) 


Studiul proprietăților magnetice. ale substanțelor în astfel de situaţi 
formează obiectul electrodinamicii neliniare. 

Revenind la mediile cu comportare liniară şi izotropă din punct de 
vedere magnetic, observăm din (6.8.55) şi (6.8.58) că putem serie 


B = poll + Xn) H = poH ; (6.8.61) 


4 Magi a DE N s $ | R ă 
| este permitivitate magnetică relativă. Experienţa arată că exist 
Pt dare ție ai uel cit,și substanțe cu E. papane Xa 2 ii 
Substanțele pentru care u Sl (Xa —100 "m Jmol) se númeso anene 
tice, În cimp magnetic exterior, ele se magnetizează prin in ucţie $ 

$ 6.8.4) în sens invers cîmpului exterior, Substanțele pentru Eri Waa 
(Xn 22 1077 +107? mê/kmol) se numesc paramagnelice, iar cele P 


284 


care y > 1, se numesc substanţe cu ordonare magnetică. (În această clasă 
intră substanţele feromagnetice, antiferomagnetice, ferimagnetice și cele 
cu ordonare elicoidală.) În tabelul de mai jos sint date valorile lui y, pentru 
citeva substanţe magnetice. A 


Fe Permalloy | Supermalloy 


Substanța | Bi | Ag | Al | Pb | Co 


i În S E 
Ur | 00983 0,99998 | 1,00002 | 1,00008 250 | 600 | 5000 105 106 
(max)| (max) (max) 


Experimental au fost stabilite caracteristicile distinctive ale celor trei 
mari clase de substanțe magnetice. Astfel, la substanțele diamagnetice și 
paramagnetice susceptivitatea Xm nu depinde de cîmpul magnetizant H ; 
de regulă, la paramagnetice susceptivitatea Xm scade cu creşterea tem- 
peraturii, în timp ce la diamagnetice X„ nu este influențată de temperatură. 
În cazul substanţelor cu ordonare magnetică se înregistrează o puternică 
dependentă a susceptivităţii magnetice Xn de cîmpului H, această stare 
apărînd numai sub o temperatură critică T.. De exemplu, legătura între M 
şi H la aceste substanţe nu mai este liniară, ci mult mai complicată, repre- 
zentată printr-o curbă de histereză (fig. 6.8.5). Se remarcă de pe figură că, 
la o variaţie ciclică a cimpului magnetizant H, magnetizarea M se schimbă 
în aşa fel încît în planul l 
H — M, dependenta lui 
M de H descrie o buclă 
numită şi curbă de histe- 
rezis. În cîmpuri de inten- 
sități H ridicate, magneti- 
zarea M atinge o valoare 
de saturație M, iar pentru 
H = 0, magnetizarea cor-, ` 
pului nu se anulează, ci 
rămîne la o anumită 
valoare M,, numită magne- 
tizare remanentă. Magne- . a) 

tizarea corpului se poate Fig. 6.8.5 

anula numai dacă i se i a. 
aplică acestuia un cîmp magnetic exterior, de sens invers şi de o anumită 
valoare H,, numit cîmp coercitiv, În stirşit, intervine şi aici un proces de 
primă magnetizare, analog celui întâlnit în cazul dielcotricilor teroelectrici. 
Înainte, însă, de a prezenta un studiu clasio de detaliu al proceselor de 
magnetizare la diverse categorii de substanţe magnetice, von tace citeva 
consideraţiuni asupra energiei cimpului magnetostatie şi a forțelor pondero- 
motoare ce se pot naște într-un astfel de cimp. 
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6.8.3. ENERGIA CÎMPULUI 
ÎN CÎMPUL MAGNETOSTATIC 


MAGNETOSTATIC ȘI FORȚE PONDEROMOTOARE 


Expresia care ne dă energia unui cîmp magnetostatic se poate obţine 
din relaţia (6.3.16), (care reprezintă energia, cimpului electromagnetic), 
prin particularizarea la cazul cimpului magnetostatic. Se va obține, evident 


W, = = (ffe mar. că (6.8.62) 


Dacă cîmpul magnetostatic are o energie distribuită continuu în spațiu, 
atunci se va defini o densitate volumetrică de energie, prin expresia 


102 = - B -H. (6.8.63) 


+ 


Vom nota că energia Wp a cimpului magnetostatic este echivalentă 
cu: energia de interacţiune a curenților staţionari care îl crează. (Analog 
s-a demonstrat în $ 6.6.1 că energia cimpului electrostatic este echivalentă 
cu energia de interacţiune a sarcinilor electrice care îl crează.) Într-adevăr 
ţinînd cont că B= V X A şi folosind relația vectorială V -(a x b) = 


= b(V x a) —a(Y x b), din (6.8.62) obținem 
a z 2 1 
= A V x A): Had = aN A( V xH) a% + =N V(A xH) d% 
2 ; : 
(6.8.64) 
Ultima integrală se poate transforma cu ajutorul teoremei Gauss, con- 


form relației 


á A 


z N SA x H) av = $. (A x H) : dS. (6.8.65) 
(1%) 3 


A anti infini i afaţa S este 
Y se consideră extins la infinit, atunci supră e 
e aa EEE infinit în ale cărei puncte A —> 0. Aceasta înseamnă că 


suprafii (6:500) se anulează. Atunci, ținînd cont că VxH =, din 
(6.8.64) se obține | | 
y, xl Nfa Jar (6.8.66) 
2 | 


| luctorului prin care circulă 
Í face pe tot volumul conduc | . nS 
jeni mg aeh A iaa i că există mai mulţi curenţi n KA i son i 
epitet ei magnetice proprii caracterizate prin potenţi pn 
cr 
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. 


Atunci, conform cu (6.8.66), energia curentului d, în cîmpul creat de curen- 
tul J, va fi dată de relația 


al Pi 
Ws = E W AJ aV, (6.8.67) 


unde integrarea se va face pe volumul conductorului parcurs de curentul d,. 
Din ultima relaţie se vede că energia totală a sistemului de curenţi 
J, Ja ..-, în cîmpul lor propriu este dată de relația 


5 1 - 
Wa = KAA nar, (6.8.68) 
Dar această expresie reprezintă tocmai encrgia de interactiune a siste- 
mului de curenți. Faptul că (6.8.68) reprezintă energia de interactiune a 
sistemului de curenți reiese și din aceea că, după cum s-a menţionat mai 
sus, magnetostatica este analoagă electrostaticii : mărimile A şi J din 
magnetostatică, corespund mărimilor ọ şi p din electrostatică. Atunci, 
relaţia (6.8.68) este analogul magnetostatic al energiei de interacțiune 
(6.6.65) din electrostatică. Echivalenţa dovedită mai sus, între energia 
de interacţiune a curenților staţionari şi energia, cimpului magnetostatic 
creat de ei, comportă o discuție similară cu echivalența dintre energia de 
interacţiune a unui sistem de sarcini și energia cimpului electrostatic creat 
de ele (vezi $ 6.6.1). 

Astfel, ţinind cont că potenţialul A, este creat de curentul d; conform 
cu (6.8.3), putem scrie 


agate 6 Iar, (6.8.69) 
i 4T Tix 3 
unde f: = |r: — T| şi reprezintă distanța între punctul r, unde luăm 


elementul de integrare dY şi punctul r; unde calculăm valoarea potenţia- 
lului A,. Atunci, din (6.8.68) se obţine pentru energia de interacţiune a 
sistemului de curenţi, expresia 


= A T 
pp > ES W ar, W maa (6-8-70) 
2 4m JII) (r) Tir 


În general, calculul concret al energiei de interacțiune cu ajutorul expre- 
siilor (6.8.67) şi (6.8.70) este o problemă matematică destul de dificilă. 
În cazul conductoarelor metalice care formează bucle închise, însă, problema 
se simplifică întrucitva. In acest caz se poate serle 

Jdr: => 1;dS; (6.8.71) 


unde I, este intensitatea curentului prin conductor, iar ds, elementul de 
are al curbei reprezentate de conductor. Atunci, din (6.8.68) avem 


1 i 1 ei 
= ACAS se Ji Y z x Ad FI 
"ama PEZAN dseg 1 so 
ES I 6.8.12) 
g N BAS, = 2-5 Oul (6.8. 
2 > (5) A 2 
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ic aas Sont de aceste relaţii, reprezintă fluxul cimpului magnetic 
ön t , el 1, printr-o suprafață ce se sprijină pe conturul (T,) 

prin care circulă curentul 1; După cum se vede din relația (6.8.72) mări- 

mile y se scriu sub forma zi 


n= ds,. 
x ba, Ads, (6.8.73) 


În acelaşi timp, ţinind cont de echiv i | i 
acela alența (6.8.71), relația (6.8. 
air pi ireal dl ţa ( ) relaţia (6.8.69) poate fi 


d 
A, = ri Ty pe (6.8.74) 


T Tik 


aşa încît fluxurile din (6.8.73) se vor exprima prin relațiile 


s, = j 
TAS d ESE EA (6-8-15) 
ATJ TA] ED Tir ' 
Mărimile Sa 
E ad f cr (6.8.76) 
AT J (TDI (Œr) Tix 


se numesc inductanje. Aceste mărimi depind numai de forma geometrică 
a circuitelor şi de poziţia lor reciprocă. 


Tinînd cont de relaţiile (6.8.72) şi (6.8.75), se vede că energia unui: 
sistem de curenţi staţionari este dată de expresia - 


S 5 Tudi i 
bk 


t 


În particular, pentru un singur conductor străbătut de curentul I, avem 


vap (6.8.78) 


L fiind inductanja proprie a circuitului (L = Lu se numeşte pinduotanţă 
proprie” a unui circuit, spre deosebire de Lis — numită „induetanță 


13, tru cazul unui solenoid de exemplu, avind N spire ciroulare 
inii relee ti dată de relaţia (vezi ` 


de rază R ¢ lungimea l, inductanța proprie va f 


şi expresia (6.8.23)) | 
LOR D, (6.8.79) 
F À i 


288 


Se remarcă faptul că şi expresia, (6.8.77) a energiei unui sistem de curenţi 
constanţi este analogă expresiei (6.6.98), a unui sistem de conductoare 
încărcate electrostatic. 

Revenind la problema energiei cimpului magnetostatic, desigur că 
se poate vorbi şi de energia unui cîmp magnetostatic în prezenţa substanței. 
După cum s-a văzut în relaţia (6.8.40), energia unui dipol magnetic într-un 
cîmp magnetic exterior este dată de 


Wap = Di m- Bere (6.8.80) 


Aceasta înseamnă că energia unei substanțe magnetice care posedă o 
magnetizare constantă M, într-un cîmp magnetic exterior de inducție Pab 
este dată de relația 


W subst = — (fr ‘Berd : (6.8.81) 


iar densitatea volumetrică de energie a substanței în cîmp magnetic este 
dată de. i 


Msubst — = M y BE. . (6.8.82) 
Dacă substanța este plasată într-un cîmp magnetic lent variabil, 


se va înregistra o variație a densității de energie, care se va exprima 
sub forma 


dWsubst = — M > dB = — voM - dHezet- (6.8.83) 


Atunci, energia acumulată în unitatea de volum a substanței în cursul 
modificării cîmpului este dată de 


cH - U 
W pust = | donss = moh M ABe (6.8.84) 
l S 


În încheierea acestor considerații, să consemnăm cîteva expresii ale 
forţelor ponderomotoare, care acţionează într-un cîmp magnetostatic 
asupra curenților şi substanţelor magnetice. | 

Forţa, elementară care acţionează asupra curentului Ja% din volu- 


mul dY,, este o forță de tip Lorentz şi se scrie sub forma 
[aF = dQ(v x Bozi) = PV X Ber) AY =J X Bad. (6.8.85) 


"De aici rezultă că asupra unui conductor prin care circulă curent acţio- 
nează o forță dată de expresia 


F= We X Baddi. AET 
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Dacă conductor ul est e tili for m, pentru el f int 

ȘI rezultă că for ja care Ct ionează L8 p A Î pul magnetostat IG 
\ WO AUY t asupra lui n cim j At 

are expr esta 


valabile relaţiile (6.8.13) 


F=1( ds x Bu (6.8.87) 
(r) 


cunoscută și sub denumirea de forța Laplace. 

__ Pentru a obține expresia forței ponderomotoare, ce acționează în 
cimp magnetostatic, asupra unei bucăţi de substanță magnetică de volum 
V, omogenă din punct de vedere magnetic și caracterizată prin magne- 
tizarea M ne vom folosi de relaţia (6.8.41) în care vom înlocui momentul 
magnetic m prin MY. Obţinem 


2 


F = —Y(M: VB (6.8.88) 


unde B. este inducția cîmpului în care este plasată substanța. Dacă con- 
siderăm M orientat în lungul axei Ox şi B = B (B, 0, 0), atunci din relația 
(6.8.88) rezvltă că asupra eşantionului considerat de substanță magnetică 
acționează, în direcția Ow, o forță dată de relația : 7 


s U (6.8.89) 
: ox z 


TȚinînd cont că M = X„H şi B+ = pH. (în afara probei), din această 
relație rezultă 3 


p- — Xm H ôB p E Xa 
GLH 


B ô Bezt y= ae Kay- 2B2, 


..(6.8.90) 
Up. 04 2 up 02 


: TE '( ôB 
Această relație arată că în cîmpuri magnetice neomogene (i #0 


substanțele diamagnetice (Xm < 0) sînt acționate în sens invers decit 
substanţele paramagnetice şi feromagnetice (pentru care Xm >0). Mai 
exact, primele sînt expulzate din cîmp, iar celelalte sînt atrase în ca 

Pe proprietatea menţionată mai sus și in ansamblu, pe Toman 
(6.8.90) se bazează funcţionarea unor dispozitive şi intaia pentru 
măsurarea susceptivității magnetice Xm; De exemplu, pentru m ate 
lui %,, la substanţe solide se folosesc balanța Faraday (fig. 6.8.6, ae À 
balanța de translație (fig. 6.8.6, b). În cazul balanței magnatige, so 5 
þrarea se face cu ajutorul unor greutăți marcate de masă m, a 
realizează egalitatea 

1 Xm AB? = mg. (6.8.91) 


— e — 
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Fig, 0.8.7 


b) Fig. 6.8.6 


De regulă, măsurătorile sînt relative, prin comparare cu un eșantion etalon 
de[ acelaşi volum, pentru care evident este satisfăcută relația 


1 0, dB? 
EN SEa mg: (6.8.92) 
2) je eda 


Din ultimele două relaţii rezultă 
m (6.8.93) 


P 
Xm = Xm % 
Mo 


Deci, cunoscind yh şi valorile maselor m şi My folosite la echilibrarea balan- 
ţei pentru eşantionul necunoscut şi pentru cel etalon, se poate determina - 
Xm. După un principiu asemănător se procedează şi în cazul balanței. de 
translație, locul echilibrării prin cîntărire fiind luat aici de o echilibrare 
prin deplasarea pendulului balanței. 

În cazul lichidelor, pentru determinarea lui Xm se folosesc vase comu- 
la care una din ramificații este introdusă în cîmpul magnetic 


nicante, 
(fig. 6.8.7). Din (6.8.91) se vede că forța ce acţionează asupra volumului 
day = 198 este + 
2 
ap ÎL m ag E. (6.8.94) 
Ho. da ` 


$ 2 x ES i 
Introducînd notația B = PR: se observă că presiunea determinată 


F de acţiunea cîmpului magnetic este dată de relaţia 


AP _ 1 Xa ţa (6.8.95) 
48 2 ue 
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egale barg este echilibrată de presiunea hidrostatică pgAh, care 
pare dator ită denivelării lichidului în cele două ramuri ale vasului co 
nicant, Deci putem scrie i ii 


ME A 
An. În = pgAh, 
2 bo epai (6.8.96) 


De aici rezultă că susceptivitatea magnetică ichi j 

din Se p gnetică Xm a lichidului se poate calcula, 
__ 2uoge Ah 

Xm = co RE 7 ? (6.8.97) 
În sfîrşit, în cazul substanțelor gazoase, susceptivitatea magnetică 

se poate determina, cu o instalaţie de tipul celei prezentate în fig. 6.8.7, 

gazul de măsurat atlindu-se deasupra lichidului în sistemul de vase comuni- 

cante, închise la partea superioară, în aşa fel încît formează un circuit 

închis. Şi gazele, la fel ca şi lichidele, vor fi supuse în prezența cîmpurilor 

magnetice neomogene unor presiuni suplimentare de tip magnetic, astfel 

că de astă dată, dintr-o condiție de echilibru de forma (6.8.96), se obține 


B2 


= (Xin — Xa) = (pr — Po) JAR. (6.8.98) 
Ho 


Deci, susceptivitatea gazului x se poate determina, dacă se cunosc 
densitatea gazului p, densitatea lichidului din. vas e. susceptivitatea mag- 
netică a acestuia xy} şi se măsoară denivelarea Ah. Atașind instalațiilor 
respective anexele necesare pentru variaţia temperaturii eşantionului 
magnetic respectiv se pot face studii de variaţie cu temperatura T a suscep- 
tivităţii x şi respectiv a magnetizării M. ; 


6.8.4. DIAMAGNETISMUL ȘI PARAMAGNETISMUL SUBSTANȚELOR 


a) Diamagnetismul. Este specific substanţelor ale căror molecule 
nu posedă momente magnetice proprii. Din această clasă fac parte gazele 
„nobile (He, Ne, Ar, Kr, Xe), aproape toţi metaloizii (cu excepţia oxigenului 
şi sulfului), o parte dintre metale-(de exemplu Bi, Cu, Au, Hg eto., şi toate 
metalele în stare supraconductoare) şi numeroşi compuşi organici A 
anorganici. Aceste substanţe se magnetizează prin inducţie, pentru SA 
cîmpul magnetic extern H crează prin inducție momente magnetice ele- 
mentare la nivelul fiecărui atom sau moleculă. Într-adevăr, aşa oum s-a 
arătat în $ 6.5, în prezenţa unui cîmp magnetic extern H sarcinile eleotr ice 
aflate într-o mișcare staţionară sînt antrenate de către H la piga: ae h 
precesie Larmor suplimentară, care se desfăşoară cu viteza unghiular 


aro 0048.99) 


Le | nai a 


2mo 


292 


q fiind sarcina, celor Z electroni (q = Ze) ai particulei, iar mg masa de 
repaus a electronului. Dar această mişcare de precesie a sarcinilor poate fi 
echivalată, potrivit relaţiei (6.8.46), cu momente magnetice, care la nivel 
de electron și pentru H orientat; în lungul axei Oz, sînt date de expresia 


(LOFA 


Im] = 1Sa =- - nla? + y?) (6.8.100) 


iar la nivel de atom (moleculă) de expresia 


2 
m= Zint <lat 4 yy (6.8.101) 


Mo 
Presupunînd existența unei distribuții izotrope a electronilor în atom 
putem serile 


(a + y2)y = Kr?) = E (ra 


<r>% fiind raza pătratică medie a orbitelor electronice. Dacă în unitatea 
de volum, substanța diamagnetică posedă n, atomi (molecule), atunci 


2 2 
M = mnm = — Zenu) y (6.8.102) 
6m, 
ceea ce înseamnă că 


2 2 
y 25 Zenopol?> (6.8.103) 
6Mo 


Acest rezultat este bine verificat de experiență îndeosebi pentru cazul 
gazelor. Astfel, de exemplu, pentru neon 


3 


m3 m 
ac Ea e gata a ici pula, AAI A a 
Ma, ui kmol’ Kom $ kmol 


La metale, diamagnetismul este în mare măsură determinat de electro- 
nii de conducţie, care participînd în cîmpul H 7 0, la. o mişcare de pre- 
cesie Larmor, se vor comporta ca electroni diamagnetici. 

by Paramagnetismul. Este specific substanţelor ale căror molecule 
(atomi) posedă momente magnetice proprii de valori diferite de zero şi 
în lipsa cîmpului extern, Din această clasă fac parte o serie de gaze ca: 
oxigenul, oxidul gi bioxidul de azot, bioxidul de clor, metanul eto., nume- 
roage substanțe în fază condensată (solidă și lichidă), cum sint compușii 
elementelor din grupa fierului și ai pămînturilor rare; şi o serie de metale. 
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Prima teorie clasică a paramagnetismului a fost creată în anul 1905 de 
către P. Langevin. Această teorie a fost completată apoi, în anul 1929 
de o teorie cuantică riguroasă a paramagnetismului, elaborată de către 
Van Vleck. Ambele conduc la acelaşi rezultat conţinut în legea experimen- 
tală a lui Curie, potrivit căreia susceptivitatea, magnetică a paramagne- 
ticelor scade invers proporțional cu creșterea temperaturii 


m= 6.8.104 
X T ( ) 


În teoria lui Langevin acest rezultat se obține dintr-un calcul sta- 
tistic al vectorului de magnetizare M, analog calculului vectorului de 
polarizare P pentru substanțele care se polarizează prin orientare (vezi 
§ 6.6). Se ia în considerație atit acţiunea cîmpului exterior de orientare 
a momentelor magnetice proprii m,, pe direcţia sa, cît şi acţiunea perturba- 
toare dată de agitația termică. Astfel, în condiţii de echilibru termic la 
temperatura T, din cele n, molecule aflate în unitatea de volum a substan- 
tei paramagnetice, numărul dn ale căror momente magnetice m, au orien- 
tarea cuprinsă între 0 şi 0 + d0 față de H 
(fig. 6.8.8) este dat de legea de distribuţie 
Boltzmann ş 

SU 
e *T sin 0d0 


dn = m (6.8.1035) 


WE 
(e an os 


unde, conform relaţiei (6.8.80) 
Wps = — m,u,H cos 6.  (6.8.106) 


Socotind pe baza acestei legi suma proiec- ` 
ţiilor momentelor proprii pe direcţia lui H 
Fig.=6.8.8 obținem magnetiżařea M. Deci 


me mMpuoH 0 sin 0 d0 
eo | — —P— 608 o] cos Ô sin 
papi i 


5 m To | : 
_ 190 cos 0 |sin 0de 
f, exp | T A 


* 


M = f Mp COS 0 An = nomp 


şi introducind aici notația; 


a maa 4 (6.8.107) 
Map. 
prin calcule simple se ajunge la expresia 
M = nym, (oim ja 2.) =n m, L(a) (6.8.1208) 
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unde prin L(a) s-a notat aşa numita functie a lui Langevin, Pentru cimpuri 
magnetice nu prea intense, cind ac 1, este valabilă aproximaţia 


: | moto 
Lla) = = m: (6.8.109) 
şi deci 
nomău 
= KO . (6.8.110) 


Înseamnă că susceptivitatea magnetică Xm pentru paramagnetice, în limi- 
tele aproximației menționate mai sus, va fti dată de expresia 


nomu O 
m = 02 a Sai 
ne NDS- E tar s 


care este în deplină concordanță cu legea experimentală a lui Curie 
(6.8.104). 

În cazul metalelor, pe lîngă paramagnetismul ionilor din nodurile 
reţelei cristaline, mai intervine un paramagnetism al electronilor de con- 
ducţie. Dar studiul acestor procese de magnetizare tace apel la teorii 
cuantice. 


6.8.5. SUBSTANȚE CU ORDONARE MAGNEIICLĂ 


a) Feromagnetismul. Este o stare de magnetizare specifică, întâl- 
nită la o serie de substanţe sub o anumită temperatură critică Te, numită 
temperatură Curie. Din clasa substanţelor feromagnetice tac parte citeva 
metale de tranziţie în stare solidă ca : Ni, Fe, Co, Gd şi aliajele acestora, 
aliaje ale lor cu alte metale paramagnetice sau diamagnetice, precum şi 
citeva aliaje din compuși neteromagnetici ca: EuS; MnSb ; GaANi, ete. 
La, toate aceste substanţe procesul de magnetizare este însoţit de fenomene 
de histerezis (vezi fig. 6.8.5) şi de regulă, ele păstrează 0 magnetizare 
remanentă (M, + 0) în lipsa câmpului magnetizant exterior H. Experi- 
mental s-a stabilit că pentru Ni, Fe, Co, la temperaturi joase este valabilă 
o lege de variaţie cu temperatura a magnetizării remanente, de forma È 


3/2 
Me M: (1 E Z) (6.8.112) 


în care M, reprezintă magnetizarea de`saturajie a eşantionului feromag- 


stie respectiv. A 
„metie E ca d de la aceste fapte experimentale, P. Weiss introduce pentru 


explicarea feromagnetismului ideia cimpului molecular, potrivit căreia în 
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interiorul unei substanţe feromagnetice se creează cimpuri magnetice inte- 
rioare datorită interacțiunilor dintre momentele magnetice elementare 
proprii. Aceste cimpuri interioare se suprapun peste cîmpul exterior H 
şi dau naștere la un cimp magnetic efectiv í 


Hy =H +H, (6.8.193) 


f În teoria lui Weiss se admite că cîmpul molecular interior este deter- 
minat de magnetizaţia M, în aşa fel încît se poate scrie 


H, = «M i (6.8.114) 


a fiind o constantă ce urmează a fi determinată din datele experimentale, 
În aceste condiții, formula (6.8.110) trebuie generalizată la forma 


2 
M = MRR + aM) (6.8.115) 


din care, prin calcule simple, rezultă 


No LoMp 
A | 
M — o De PO a (6.8.116) 
No HoMp __ Noto. 
eg * Pe ES 


Atunci, pentru susceptivitatea magnetică Xm se va obține relația 


(9) 


m E (6.8.117) 
T — T, ; 

cunoscută şi sub numele de legea Curie- Weiss. Ea defineşte o tempera- 

tură Curie prin expresia 


TŻ MouoMp , PR (6.8.118) 
3 3k 


i se ştie că ie-Wei ine verificată de datele 
Astăzi se ştie că legea Curie- Weiss (6.8.117) este bine ver 

pe a ial în Gomont paramagnetic (T. > TA Tot a ez re 
s-au determinat cu mare exactitate valorile temperaturilor Curie e Ai 
ale magnetizărilor spontane M, (magnetizarea de saturație extrapola ă 
pentru T —>0 K) pentru principalele substanțe feromagnetice (vezi 
tabelul de mai jos). 


„Pe baza acestor date s-a putut calcula atit coeficientul a folosind 
Meli A cit și cimpul molecular H, folosind relaţia (6.8.114). 
Da ultatul obținut din aceste calcule a fost cu totul surprinzător : 
s-au obținut cimpuri magnetice interne de valori extrem de ridicate 
(H, ~ 1010 A/m), care n-au putut fi puse pe seama interacțiunilor de tip 
dipolar magnetic între momentele magnetice elementare, întrucît aceste 
interacțiuni pot asigura doar cimpuri de ordinul a 107 A/m. Mai tirziu, 
Heisenberg pune acesticimp intern pe seama unor interacțiuni specific cuan- 
tice (interacţiunea de schimb dintre spinii electronici; vezi vol. II) și 
reuşeşte astfel să explice esenţa proceselor de magnetizare din cazul substan- 
telor cu ordonare magnetică, dar o serie de aspecte macroscopice ale acestor 
procese au fost obţinute încă în cadrul modelului clasic al lui Weiss. 

Esenţial în acest model este ipoteza (verificată apoi experimental 
direct) existenţei unei magnetizării spontane M,, care sub acţiunea cîmpu- 
rilor exterioare şi interioare, se orientează pe o anumită direcţie în raport 
cu axele cristalografice. Ambele procese sînt condiţionate de realizarea 
unei stări de energie minimă a feromagneticului respectiv. Pentru a găsi 
această stare vom analiza, în continuare, contribuţiile pe care le aduc 
la starea, energetică a corpului feromagnetie diversele interacţii cu cîimpu- 
rile magnetice interioare H, şi exterioare H. Vom admite de asemenea că 
corpul este magnetizat uniform la saturaţia M,. 

În cîmpul exterior H, energia unităţii de volum a unui corp fero- 
magnetic este dată, conform relaţiei (6.8.84), de expresia, 


W, = —uoM,-H. (6.8.119) 


Apoi, datorită magnetizării spontane M,, pe suprafaţa exterioară a corpului 
feromagnetic apar poli magnetici necompensaţi, care crează un aşa zis 
cîmp magnetic de demagnetizare H,, orientat în sens invers cîmpului exte- 
rior H (analog cîmpului de depolarizare întîlnit la corpurile feroelectrice, 
vezi $ 6.6). Şi aici, cîmpul de demagnetizare Hp va depinde de forma 
geometrică a eşantionului feromagnetie respectiv. Acest cimp poate fi 
exprimat prin intermediul unor factori de demagnetizare Neag printr-o 
relație de forma 


Hpt — SNM (6.8.120) 
B E 


În general, factorii de demagnetizare sînt tensori simetriei de ordì- 
nul trei 
N kd N TY N zz 


N ulii Le BENSAN Nea = Aaa 
(Nap) = pi i sa j {a B} = {a V 2} 
zx zy az p pi 


(6.8.121) 
a căror sumă a elementelor de pe diagonala matricei (urma tensorului) 
este unitară | 
Nii + Nyt N =1, (6.8.122) 
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Există posibilitatea reducerii la o form 
în care caz 


ă diagonală a matricei (6.8.121) 


Ne cO 0 
No=10 .X, 0 ) (6.8.123) 
O iz E n 


Această proprietate a tensorului (N ap) se datorește faptului că se pot 
alege în corpul teromagnetie respectiv trei direcții în lungul cărora magne- 
tizarea M să fie uniformă. 

Calculele efectuate pentru prima dată de către Obsborn au arătat c% 
pentru un corp feromagnetic de forma elipsoidului de rotație, magnetizat 


uniform în lungul axei 02 factorul de demagnetizare N, este dat de 
expresiile : 


Neni | l areeh y— 1) => a=b (68:124) 
P= ala =e a 


a, b, c fiind semiaxele elipsoidului (e || Oz) şi respectiv 


N, = = E i E apa | kieh (6.8.125) 
rpl ye 


Pentru direcții perpendiculare la axa-02 se găseşte 
i N, =N, = —(1— N). (6:8.126) 


Atunci, în cazul unei sfere vom avea 


Nae NN 06.827) 
iar în cazul unui cilindru infinit lung, magnetizat în lungul axei sale 
N a 0. (6.8.128) 
j 2 


la aceste condiții, energia cîmpului de demagnetizare este dată de 
expresia : i 
W, = —uM,H, = — to No Mi. (6.8.129) 


i i i i tană M, se 
în lipsa cîmpului exterior, magnetizarea Spon 3 
A ENA a pe aceeaşi direcţie față de pano ae mo aa 
(pe o muc ie a cubului în cazul Fe cubic, pe diagonala volumică, 
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Ni ete.), direcţie numită axă de ușoară magnelizar 
magnetizării intervine o acţiune asupra momentelor magnetice elementare 
ŞI din partea cimpului local cristalin, care determină un surplus de energie 
pentru magnetizarea M,. Această energie, numită energie magnelocristalină 
se poate exprima prin intermediul unor coeficienți f enomenologici de anizo- 
tropie magnetocristalină (K,, Ka...) și a cosinuşilor directori (æy, ap 43) 
ai vectorului M în raport cu axele cristalografice ale structurii respective. 
De exemplu, pentru o structură cubică avem 


e, ne arată că în procesul 


W; = Kifle)? + (fazaa)? + («3%1)°]. (6.8.130) 


N 

În sfîrşit, prezenţa unor tensiuni elastice în corpul feromagnetic va, 
determina desigur interacţii de tip magnetoelastic. Efectul lor constă în 
modificări ale dimensiunilor geometrice ale corpului în timpul procesului 
de magnetizare (pentru că tensiunile elastice create de magnetizare produc 
„ Şi ele noi deformaţii elastice). Acest fenomen este cunoscut sub denumirea, 
de magnetostrictiune. Există o magnetostricțiune volumică şi una liniară. 
În aceasta din urmă, intervine o modificare a dimensiunilor liniare ale 
corpului. De exemplu, dacă procesul de magnetizare este extins pină la 

saturaţia magnetică M, atunci alungirea relativă .a corpului 


sp A (6.8.131) 
hike 


se va numi magnetostrictiune de saturație. Experimental s-au găsit pentru 
A valori cuprinse în intervalul (A = 10% + 10-3), o valoare ridicată 
(A = 3:10-5) întilnindu-se la permalloy (aliaj 30% Ni 20% Fe). La ferite 
(vezi mai departe), A poate atinge valori de pînă la 1073. axs 

Desigur că şi magnetostricțiunea este un fenomen anizotrop, adică 
valoarea lui à va depinde nu numai de valoarea lui M, ci şi de direcția 
lui M în raport cu direcția după care se socoteşte alungirea. Înseamnă = şi 
energia magnetoelastică W, va depinde de direcţiile ae d l p 
ale tensiunii elastice T. Dacă se notează cu e unghiul format de : E, 
atunci se poate arăta că energia magnetoelastică a unității de volum se 
exprimă prin relația 


ERT e. (6.8 132) 
2 3 


Deci statemi magnetizare a unui corp este determinată de valoarea 

? . . j 
minimă a energiei 
WwW = Wi +, Wa -F Wis + Wa (6.8.133) 


| i Î i ţie exterior (W, = 0), 

ste interes emarcab că în lipsa cimpului magnetic exteri ) 

Fe interpa aa pie ah Ard nu-şi evidenţiază proprietatis aaa 
ii "Nu este greu să ne dăm seama că acest fapt se datorește pr 


“ 
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+ 


ANa Ka TAANE, Aonta domenii apar ca o cerință a realizării 

N > minim energetic pentru corpul feromagnetic respectiv. Î 
adevăr, dacă am admite că întregul corp ar fi magnetize PP 
tg Vitae. R TO ALL treg >; a aghetizat uniform într-o 
aa ă direcţie, adică ar conţine un singur monodomeniu de, magnetizare 
S Na RE intrucit pe fețele lui vor exista poli magnetici necom- 
AVI, care crea un cîmp de demagnetizare Hp, > 0, componenta W, 

a energiei feromagnetului va fi şi 

ea diferită de zero. În prezenţa a 

două domenii, despărțite între ele 

printr-un perete în care mag- 

netizarea suferă o inversare de 180° 

À pÝ (acesta se numeşte perete Bloch) 

şi deci în care magnetizările din 

domenii vecine . sint inversate 

(fig. 6.8.9, b), valoarea energiei de 

demagnetizare este cu mult mai 

g b) c) „Ea se poate chiar anula în pre- 

Fig. 6.8.9 á zenţa unor domenii de închidere 

(fig. - 6.8.9, c). Prezența acestor 

domenii de magnetizare şi a pereților Bloch este o realitate bine 

dovedită experimental. Există tehnici de vizualizare a dome- 

niilor de magnetizare (de exemplu, în metoda figurilor lui Bitter, peste 

suprafața plană a eşantionului feromagnetic se depune o soluţie de fier 

coloflal, iar Fe este reţinut pe linia pereţilor Bloch, în care apar poli 

magnetici necompensaţi, orientaţi perpendicular pe suprafaţa eşantionului). 

Prin urmare, de regulă, în-lipsa cîmpului magnetic exterior corpul 

feromagnetic posedă o mulţime de domenii de magnetizare orientate haotic, 

acestor domenii pe direcţia sa, orientare care se tace fie prin deplasarea 

pereţilor Bloch în aşa fel încît domeniile cu magnetizarea paralelă cu H 

să, crească în detrimentul celorlalte, fie prin rotirea magnetizării acestora 
- din urmă pe direcţia lui H. Ambele. procese se produc însă prin depăşirea 
unor „piedici” (puse în cale de prezenţa defectelor, a impurităților ete.), 
care determină atit valoarea cîmpului coercitiv He, cit şi forma curbei 
de histerezis. Cunoaşterea acestor procese şi în deosebi a modalităţilor se 
influențare dirijată a lor este de cea mai mare însemnătate pentru tehnolo- 
ia materialelor magnetice, deoarece forma şi arta buclei de histerezis (vezi 
fig. 6.8.5) determină în ultimă instanţă utilizarea acestor materine li 
diverse aplicaţii practice. De altfel, se poate arăta uşor că „aria 
de histerezis, adică mărimea 


mică, decît în cazul monodomenic. 
în asa fel încit M = 0. Prezenţa câmpului exterior H determină orientarea 


d = (pom aM (6.8.134) 


ormă de călaură în procesul magneti- 


; í ia disipată sub f : 
exprimă tocmai energ? p ul unui ciclu de magnetizare. 


zăríi unității sale de yolum, în decurs 


300 


Se disting două clase de materiale magnetice şi anume : 

Materiale magnetice moi. Sint substanţe a căror permeabilitate mag- 
netică relativă are valori ridicate (vezi tabelul de mai jos), dar aria buclei 
de histerezis este redusă, în așa fel încit aceste materiale se pot folosi pentru 
realizarea, tolelor de transformator şi a miezurilor de electromagneţi. 


———————————————————————————  ————————————— 


: | Pierderi prin 


Substanţa Compoziţia chimică Mg, 10% A/m PR ads p, 102 Q-m histerezis 
i | Jjkg cichu 
Fe , Fe— pur 17,5 5 10 4-102 
Fe— Si Fe—2% Si 16 7,9 35 2107 
Fe—Si > Fe— 4% Si 15,5 30 55 0,5 -102 
Fe— Ni Fe — 50% Ni 12,7 60 45 0,3 -102 
Permalloy Fe— 78 %Ni Se fo 0 100 16 0, 05 -10-2 
Supermalloy Fe—5%Mo—'79%Ni 1 1000 60 0,01 -10-2 
Ferită de zinc Mno,5 Zn,  FezOa 3 2,5 2-10; 0,1103 


În categoria materialelor folosite pentru realizarea transformatoarelor 
electrice intră de obicei aliajele Fe—Si, care asigură pierderi mici de ener- 
gie prin efect Joule şi se pot prelucra mecanic şi termic uşor. Ca miezuri 
pentru electromagneți sînt folosite fierul pur sau slab aliat cu carbon, 
aliajele de fier-nichel și feritele. 

Materiale magnetice dure. Sînt materiale cu buclă de histereză de 
arie mare, deci care sînt caracterizate prin cîmpuri coercitive de valori 
ridicate şi prin magnetizări remanente de valori ridicate. Astfel de mate- 
riale se folosesc la realizarea magneţilor permanenţi. Din clasa, materialelor 
magnetice dure fac parte oţelurile Alnico (aliaj al Al, Ni, Co, Cu, Fe) şi, 
indoxul (BaFe,0,9). De exemplu, prin răcirea topiturii de Alnico în cîmpuri 
magnetice se poate ajunge la materiale cu H, = 6 -104 A/m. 

În ultima vreme au fost realizate materiale magnetice cu proprietăți 
interesante din pulberi monodomenice sau din straturi subțiri feromagne- 
tice. Pulberile de materiale feromagnetice sînt amestecate cu particule 
neferomagnetice (particule de Pb de exemplu, care au rolul de a fixa direcția 
magnetizării în particulele monodomenice) şi apoi presate în miezuri de 
diverse forme. Se obțin astfel magneți cu calități superioare, cum sint 
miezurile de ferocart. De remarcat că dacă matricea nemagnetică nu fixează 
orientările particulelor monodomenice, atunci acestea se Vor găsi în per- 
manență sub influența agitaţiei termice, manifestînd o comportare ana- 


logă paramagneticelor. Această stare a fost denumită superparamagnetică. 

În cazul straturilor subțiri feromagnetice se întîlnesc, de asemenea, 
o serie de proprietăţi specifice, care le conferă multiple utilizări practice. 
Prin tehnici de preparare speciale (evaporarea in vid a metalului sau alia- 
jului şi condensarea vaporilor pe suporţi solizi mono sau polieristalini, 
depunere electrolitică, pulverizare catodică ete), se pot obţine atit straturi 
feromagnetice subțiri cu valori mari ale cîmpului coercitiv H, şi cu bucle de 
histerezis de formă rectangulară (care fac parte din clasa. materialelor 
magnetice dure), cât şi straturi feromagnetice subţiri cu proprietăți magne- 
tice analoge materialelor magnetice moi. Primele posedă o axă de uşoară 


- 
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magnetizare ce poate fi indusă 
magnetic constant, prin t 
oblică) şi de 
$ : RP 

sa) i g x elemente 6 
maşinile electronice de calcul, S ir 


| în Proma stratului (prin depunere în cîmp 
atament termic în H = const, 

„Prin termic = st. sau depunere 
aceea işi găsesc o largă utilizare cs o 


R | j Celelalte, ca urmare a valorii ridicate a 
Saga de demagnetizare pe direcţia transversală stratului (N) A i 
T 1) se pot magnetiza uniform în planul stratului în aşa fel încît să se 
obţină în întregul strat un singur domeniu de magnetizare. În astfel de 
straturi au fost puse în evidenţă domeniile de magnetizare de bandă și 
în ultima vreme, domeniile de magnetizare cilindrice, cu perspective de a fi 
utilizate în înmagazinarea, păstrarea, și redarea unei mari cantităţi de 
informaţie sub formă holografică [60]. 
b) Substanțe antiteromagnetice. O clasă importantă de substanţe 
cu ordonare magnetică, cu multiple utilizări practice, din care fac parte 
atit metale pure (Mn, Cr etc.), aliaje ale acestora, cit și o serie de compuşi 
anorganici (oxizi, sulfiţi, halogenuri ete.), manifestă proprietăţi magnetice 
distincte față de cele feromagnetice. Astfel, şi la aceste substanţe se eviden- 
ţiază o temperatură critică Ty numită temperatură Neél, sub care se reali- 
zează o ordonare magnetică, dar aceasta se face în aşa fel încît la T — 0, 
magnetizarea totală este nulă. De asemenea, la temperaturi T > Ty 
dependenţa susceptivităţii magnetice de temperatură satisface legea lui 
Curie-Weiss (6.8.117), dar sub temperatura Ne€l intervin comportări spe- 
cifice. Teoria antiferomagnetismului a fost creată de L. Neél pe baza ideii 
de subretea magnetică. Se admite că în cazul antiferomagneticelor se reali- 
zează două astfel de subrețele magnetice, care cuprind momente magnetice 
orientate în sensuri inverse. Ordonarea antiferomagnetică, este deci deter- 
minată de interacţiunile dintre momentele magnetice, care în subrețelele 
vecine au sensuri inverse. De aceea, la T> 0 K, magnetizarea unui anti- 
feromagnet este nulă. În prezenţa cîmpului exterior H # 0, apare şi aici 
procesul de orientare a momentelor magnetice elementare pe direcţia şi 
în sensul lui H, proces ce poate fi caracterizat printr-o susceptivitate 
magnetică pozitivă, dependentă de cîmp şi de temperatură (Xm = 
E CHI: T) > 0). A 5 : : x 
c) Substante ferimagnetice În această categorie de substanțe intră 
clasa de substanțe, cunoscute mai de mult în chimie sub denumirea de 
ferite și clasa granaților, ambele clase manifestînd de asemenea proprietăți 
magnetice interesante şi cu largi posibilităţi de utilizare practică. 
Feritele sînt combinaţii de tipul n (M,O) : na(Fez03), în care M, 
reprezintă un element de tranziţie bivalent (Mn, Fe, Ca, Ni, Cu, Zn, Me etc.). 
Unul dintre cei mai vechi reprezentanţi cunoscuți din această clasă este 
magnetita (Fe,0,). În structura mono sau polieristalină, feritele au po 
prietăți semiconductoare din punct de vedere electric. Clasa CE ea a E E 
a fost descoperită ulterior, iar substanţele din această clasă sînt dì pe 
din punet de vedere electric. Aceste substanțe sint a ee tai e aa 
solidă, deforma : M, sF'esOap în See Te putu ua ien de matat de 
itie tri iar Fe se găseşte in star n z j 
far a ea subatanţelor ferimagnetice este valabilă me: sata 
magnetice a lui Nedl, eu deosebirea că aiei maganiigia lapona popa ia vt DE 
două, subrețele sînt de valori diferite. De aceea, procesele de mag 
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vor pune în evidență şi în acest caz fenomenul de histerezis. Există ferite 
moi şi ferite dure, cu destinaţii diferite, fie pentru miezuri de electromagneţi 
ŞI transtormatoare electrice (de regulă în curenţi de înaltă frecvență), 
tie pentru realizarea magneţilor permanenţi şi a elementelor de memorie 
(clasa celor bu bucle de histerezis rectangulară). Studiul aprofundat al 
proprietăţilor tizice ale acestor substanţe, ca de altfel ale tuturor substan- 
telor cu ordonare magnetică, necesită nu numai cunoștințe mai vaste 
privind sttuctura cristalină a solidului, ci şi cunoştinţe de mecanică cuantică. 


Ş 6.9. CÎMPUL ELECTROMAGNETIC ÎN REGIM 
CVASISTAȚIONAR 


Regimul cvasistaţionar al cîmpului electromagnetic reprezintă un caz 
intermediar între regimul staționar și cel variabil. El cuprinde studiul unui 
domeniu vast de fenomene electromagnetice de mare importanță practică 
şi anume fenomenele care intervin şi sînt determinate de curenţii 
alternativi de joasă şi medie frecvenţă. Condiţia de cvasistaţionaritate a 
cîmpului se exprimă de obicei funcţie de raportul dintre perioada T de 
variaţie a cimpului şi timpul de relaxare 7, care defineşte rapiditate dispari- 
ţiei | unei perturbații electromagnetice din mediul respectiv. s 

Astfel, dacă 


L >> (6.9.1) 


Tar 
cîmpul electromagnetic se găseşte în regim cvasistaţionar. sd 
Nu este greu să constatăm că din condiția (6.9.1) rezultă posibilitatea 
neglijării curentului de deplasare Ja în comparaţie cu cel de conducpie J 
în toate fenomenele ce aparțin regimului cvasistaționar. În adevăr, pentru 
un cîmp alternativ de pulsație o, aflat în prezența unui dielectric, putem 
scrie : 
D=De” . (6.9.2) 


şi ţinînd cont de (6.2.30), curentul de deplasare va fi dat de expresia. ` 


_ 20 _ 2rip giet, (6.9.3) 


Or, T fiind de valori relativ ridicate în comparaţie cu 7; putem admite că 


I> da 20 N, (6.9.4) 
1303 


De aceea, ecu atl iile lui M XWe Di i ) y j i r 
T bte g s se reduc 


VxH=ă; VB = 0 


OB 
N il tz YD = p. (6.9.5) 


De asemenea, ecuaţia de continuitate 


Sida Ei (6.9.6) 
at 


cu (6.2.30) se reduce la forma 
VI =0 (6.9.7) 


relație identică cu (6.7.2), întilnită în cazul regimului staționar. 


` 


6.9.1. CIRCUITE DE CURENT ALTERNATIV 

Utilizarea ecuațiilor (6.9.5) pentru obținerea legilor integrale ale 
circuitelor de curent alternativ nu ridică probleme deosebit de grele. Să 
considerăm, pentru exemplificare, mai întâi cazul simplu al unui circuit de 


> > 
Eext 4 Eext 
R Ë R | SI ee 
a) : b) 
` Fig. 6.9.1 i 


curent alternativ închis (fig. 6.9.1), în care sursa de curent elevtric gene- 


rează un cîmp electric cu variație periodică în timp, de forma 

E” = Eg’! (6.9.8) 
o fiind pulsaţia acestuia. Conform legii diferențiale a lui Ohm (6.7.9), 
integrată pe conturul (T) al circuitului, avem 


$ Zias = Eds +È E“as. (6.9.9) 
m 9 mi y) 


x 
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ia termen din membrul doi al acestei relaţii poate fi transformat 


$ Eds ai ( Y XE)dS = — N LT A (6.9.10) 
(T) | VAS) s) ôt ôt 


De asemenea, pinînd cont de (6.9.7), putem scrie 


1 
$5 J -ds =IR (6.9.10) 
(oJ i 


unde prin I s-a notat intensitatea curentului din circuit la un anumit 
moment dat, numită şi intensitate momentană a curentului. În sfirşit 
avind în vedere şi faptul că . 


e = dern ds (6.9.11) 


` 


reprezintă tensiunea electromotoare (t.e.m.) a sursei de curent, din (6.9.9) 
rezultă legea 


~ 


2> + IR =6(t). (6.9.12) 


r 


Pentru circuite simple, cu inductanțe localizate * şi constante în 
timp, fluxul magnetic O poate fi exprimat funcţie de intensitatea curen- 
tului electric Z ce străbate inductanţa L printr-o expresie simplă, de forma 
(6.8.79) şi deci ecuaţia (6.9.12) se mai poate scrie sub forma 


Í - aE (6.9.13) 


Această egalitate este o ecuație diferențială de ordinul întâi, neomogenă 
şi cu coeficienţi constanţi, a cărei soluție se poate afla ușor, dacă se cunoaşte 
funcția £*(1). Astfel, în cazul surselor de curent alternativ, luînd 


El) = B® şi I = o (6.9.14) 

(e reprezintă. defazajul între curent şi tensiune) şi introducînd aceste 
expresii în (6.9.13) obţinem 

(ia R) Lo = Cot? (6.9.15) 


PN d 


= = tru curentul de 50 Hz cu 
* Întrucit lungimea de undă M == 6000m este pen a 
mult mai mare decit lungimea cireuitelor obișnuite, constantele electrice L, R, C pot fi con 


siderate localizate în circuit, » 
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20 — c. 411 


Mărimea 


Z=R+ ol (6.9.16) 


rE prezint A S mpe aanta (c om X ji . | A = 
k V hadd? had plexă) a circ uitu u E artea Tea 

YI | l d > e lă d cest el 

MALI (modulul) este impedanţa reală, VA i 4 


ReZ = Z = |R? + (ol). (6.9.17) 
Pentru” defazajul ọ.se obține expresia 
REA FES 
ọ = arctg nS (6.9.18) 
unde prin 
w io (6.9.19) 


s-a notat reactanta inductivă. Prin urmare, valoarea momentană a curen- 
tului i ce străbate circuitul este dată de expresia 


e 
I= I, coslot — ẹ) = JeF E cos(ot — ọ) (6.9.20) 
L 


şi ea exprimă legea lui Ohm în curent alternativ. 

Pentru circuite de curent alternativ cu inductânţe L localizate şi 
capacităţi C localizate (fig. 6.9.1, b) ecuaţia (6.9.9) trebuie completată 
cu un termen care să ţină seama de cîmpul electric E° din condensator. 
Deci această ecuaţie pentru un circuit cu rezistor, bobină şi conden- 
sator are forma i 


$ l jds =b Eds +4 Ecds + feas. (6.9.21) 
T 9 EE 1T) 


Dar pe baza teoremei fluxului electric (6.6.5), pentru un condensator plan 
cu armături de arie Ñ, distanţate cu d una de alta, putem scrie 


[(pas si oală aE 2 e 0 (6.9.22) 
i sS 
respectiv : ; g S 
S = — = I dt. (6.9.23) 
$E ds DO $ l 


Atunci, ecuația diferențială care vă deserie curentul alternativ într-un 
oirouit cu R, L şi 0 va avea forma 


L&L + RI+ Gia = eat). (6.9.24) 
di d 
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NA va fe ai î “ ` CAS A at -i F i i j 
Căutăm şi în acest caz o soluţie de forma (6.9.14). Prin calcule-simi- 


laro celor efectuate în cazul circuitului de curent alternativ cu rezistor şi 
bobină se găseşte expresia 


j na 
= 27 cos(ul — o) (6.9.25) 


unde : | 
Z =VR + (X, — Xo); e= arctg Ae, (6.9.26) 


Aici s-a notat prin X, reactanta capacitivă 


X, sai at (6.9.27) ° 
Co 3 


Desigur, aceste rezultate sînt bine cunoscute din cursurile elementare 
de fizică, dar tehnica de calcul folosită aici pentru obținerea lor face 
parte din tratarea generală a fenomenelor electromagnetice variabile lent în 
timp. Extinderea acestei tehnici la situații mai complexe (rețele electrice 
de curent alternativ, oscilații electromagnetice ete.) nu prezintă dificul- 
tăţi. Ele ies, însă, din cadrul acestui volum) fiind expuse pe larg în tra- 
tatele de electrotehnică. 

Privite din punct de vedere energetic, circuitele de curent alternativ 
pot fi descrise prin intermediul noţiunilor de putere activă P, putere: 
reactivă P, şi putere aparentă P, definite prin relațiile | 


RE =F Ulet COS 9; Je. = «fler sin Q ; B= Uesles (6.9.28) 
în care Ugi I reprezintă valorile efective ale mărimilor respective 
( U= ET, ; L= = T i Puterea activà P, reprezintă pentru un circuit 


cu rezistor, căldura Joule disipată în acesta, în unitate de timp. De notat că , 
în reactanţe ideale (inductive sau capacitive), căldura, Joule disipată este 
egală cu zero, pentru că în aceste elemente ọ = + 7/2. 


6.9.2. CĂLDURA DISIPATĂ ÎN PROCESE DE POLARIZARE TELECTRICĂ 
ŞI MAGNETICĂ A SUBSTANȚELOR 


în $ 6.3 s-a arătat că la interacția cîmpului electromagnetic cu 
substanţa se degajă căldură în toate regimurile acestuia, afară de cel static. 
Este vorba atit de o căldură Joule disipată pe curenţi de condueție, cit 
și de căldura, ce se degajă în procesele de polarizare electrică şi magnetică, 
a substanțelor. nui Ra 

în aceste procese de polarizare electrică şi magnetică intervin meca- 
nisme deosebit de interesante care fac ca energia disipată sub tormă de 
căldură să crească cu frecvenţa cîmpului electromagnetic respectiv. Majori- 
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patea dintre ele prezintă şi interes practic, deoarece intervin în procesel 
te care le determină, curenţii alternativi de frecvenţă joasă, utilizati în odă 
ironică şi electrotehnică. De aceea, prezentăm succint această problemă, 
a pierderilor de energie sub formă de căldură în procesele de polarizare 
electrică şi magnetică în cadrul aproximaţiei regimului cvasivariabil 
f a) Pierderi în dielectrici. La introducerea substanțelor dielectrice 
între armăturile unui condensator alimentat în curent alternativ se 
constată că substanța respectivă se încălzeşte. Acest efect pare surprin- 
zător, dacă ţinem seama de faptul că curentul alternativ n-ar trebui să 
dezvolte o putere activă într-o reactanță ideală X,, aşa cum s-a văzut 
mai sus (formula (6.9.28)). Pentru a obţine o descriere clasică a pierderilor 
de energie sub formă de căldură în dielectrici vom folosi legile diferenţiale 

z clasice care exprimă energia disipată de un cîmp electromagnetic într-o 
substanță dielectrică. Astfel, pentru un mediu dielectric omogen polarizat 
electric, în locul expresiei (6.9.28) pentru puterea activă P, vom scrie o 
relație locală pentru puterea disipată de forma (6.3.13), adică 


Pais = da: E (6.9.29) 


în care, fiind vorba de substanţe dielectrice, se poate neglija curentul de 
conducţie J în comparaţie cu cel de deplasare 


ôD ôD 
Je E ie n (6.9.30) 
i S 
deci 
Pas = E: oe: (6.9.31) 
ôt 


Pentru un cîmp electric polarizant alternativ, de pulsație olE = Ee”, 
vectorul Ja= sam =.— deo este perpendicular pe E şi, prin urmare, 


puterea disipată Pai, dată de (6.9.31) va fi nulă numai dacă vectorii E şi D 
(respectiv E şi P)-sînt coliniari şi variază în fază. Înseamnă că aceste con- 
diţii nu sint îndeplinite pentru substanțele dielectrice reale. Intr adari 
procesele de orientare a dipolilor electrici elementari pe direcția alese SĂ 
electric polarizant, în cazul dielectricilor polari şi inducerea, unor ast pt 
dipoli în dielectricii nepolari nu se produc instantaneu, ci ipinu aa 
interval de timp 7 — de la aplicarea cîmpului, numit timp cm AINS 
Timpul de relaxare poate fi condiționat de fluctuațiile ter mige R 4 ză 
racţiunile dipolului cu Crop ar IAA a în Meci se Ra în. „Fa 
de rapiditatea cu care se sta ileşte noua conti piu etec 

í dieleetricii nepolari. Toate aceste procese tac 
nip ee ectiv P) să nu fie coliniari, iar variațiile lor în timp să nu se tacă 
19, ară i orului at în fig. 6.9.1,b 

í ză, în cazul condensatorului prezenta fig ? 
E I penata Can AIE faţă de tensiunea U exact cu 90 (cum este 
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de exemplu componenta reactivă I 


fig. 6.9.2) pitt 


„eu un unghie £ 90. Diferenţa 
a = 90, — ọ (6.9.32) 
a primit numele de unghi de pierdere, pentru 
că de valoarea lui depinde energia disipată 
sub formă de căldură în dielectricul respectiv. 

__Notind cu I, componenta în faza cu U 
a lui I (curentul activ) se vede că se poate serie 


da 
I, 


Atunci, puterea activă disipată sub formă de căldură în condensator, va 
fi dată de expresia 


tg è = (6.9.33) Fig. 6.9.2 


Pais T ala cos 9 =| Ula Ery U tg ò (6.9.34) 
unde Fa 
Il = Si =U (6.9.35) 
7 2 
Mărimea 
J ci 

= —=t 6.9.36 

Q gë gg “ ) 


se numeşte factor de calitate al dielectricului. Pentru un dielectric omogen 

şi izotrop, care umple complet volumul cuprins între armăturile unui 

condensator plan, de arie S, distanţate cu d între ele, relaţia (6.9.34) 
devine 

4 Eo Er 3 

Pu, = Uz0 - tg è = 2T Ussy SE tg ò. i (6.9.37) 


Această relație ne arată că puterea disipată în dielectric creşte proporțional 
cu frecvența v a tensiunii electrice aplicate. 


Formulei (6.9.37) i se poate da uşor o formă locală, luînd ca element 
de volum un cub cu muchia, dl, pentru care se pot face următoarele echi- 
valări: S —> (412; d> dl; U > Edi. Se obţine 
Pasa 

dman 


Pais = = Moss tgè- (6.9.38) 


> remarcă faptul că această lege este analogă relaţiei (6.7.30), care 
LE IT Joule disipată de către curentul de conducție în volumul 
(V) al conductorului şi în timpul t, ceea ce ne permite să introducem 

notația 
o, = oetgă. (6.9.39) 
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Într-adevăr, atunci 


Pata = Ch? 


Ti (6.9.40) 
ărimea, o, este ia ph E ui 
De cotat că ai AD coejicteni de conductivitate activă a dielectricului 
Dol domis. Ir Eu ca RR ai i fază cu E, atunci acest vector se 
zată cu 90° faţă de B me iei una în fază cu E gi cealaltă, data 
) . ACEAST ( escompunere A 4 å F i r p A AL d 
Adai Lă Va ; on ere se obţine prin sir inlocuir 
nstantei dielectrice e cu o mărime pui el £, di re sie Li 


M 


A e = =, 
în care caz relația ae NE (6.9.41) 
Daw ; (6.9.42) 


devine o relație complexă. Pentru un cîmp electric alternativ E = Epe” 


va rezulta că şi curentul d í 
alle Ş e deplasare se poate descompune în doi termeni 


oD ð 


= E7 = zl Si = bemes) Bute = IOE; È E AS (6.9.43), 


dintre care termenul real Ja 
j eq 
putem scrie ' 4 


= Ocimay E este în fază cu E. De aceea, 


Pus = Ja py E = Ocima P. (6.9.44) 


real 


Şi în această tratare se poate defini unghiul de pierdere "3, prin 
relația ii , 


tă = ma, e (6.9.45) 
Enea 
Deci 
Pus =0B epa tg d. * (6.9.46) 


b) Pierderi prin magnetizare. Desigur că şi aceste pierderi își au 
originea, în fenomene analoge celor prezentate mai sus (doar că ele sînt 
de natură magnetică), iar în studiul lor s-ar putea, păstra analogia cu cazul 
dieleetricilor. Totuşi, experienţa arată că procesele de relaxare magnetică 
în substanțe paramagnetice şi diamagnetice sînt însoţite de pierderi neîn- 
semnate de energie sub formă de căldură *. În substanţele cu ordonare 
magnetică, s-a văzut că energia disipată sub formă, de căldură pe ciclu 
de magnetizare este dată de aria buclei de histereză, trasată în coordonatele 
M—H (vezi fig. 6.8.5). 

Dar, pe lingă pierderile prezentate mai sus, în cazul substanţelor cu 
ordonare magnetică introduse în cîmpuri variabile în timp, Mai intervin și 
alte procese care determină pierderi însemnate de energie sub formă de 
căldură, mai ales în cazul metalelor, Este vorba în primul rînd de pierderile 
pe curenţii de inducţie (Pau = J- E), generaţi de insuşi cîmpul magnetic 
ilie e Si fe 


+ Acestea se realizează doar în fenomenele de rezonanță magnetică de spin [72]. 
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variabil în timp. Aceşti curenţi, numiţi și turbionari, crese în intensitate 
odată cu frecvența cimpului şi determină o creştere corespunzătoare a 
căldurii disipate în probă, cu efecte de cele mai multe ori nedorite. Există 
citeva posibilităţi de diminuare a acestui proces: a) divizarea corpului 
metalic în componente subţiri izolate (tole) ;-b) alierea Fe cu Al sau Si, 
pentru creşterea rezistivităţii lui electrice pọ; c) folosirea feritelor. 


. $ 6.10. CÎMPUL ELECTROMAGNETIC ÎN REGIM VARIABIL. 
UNDE ELECTROMAGNETICE 


Cimpul electromagnetic se găseşte în regim variabil dacă componentele 
sale variază în timp, iar din interacţiunea lui cu substanța rezultă, căldură. 
În $ 6.3 s-a arătat că un cîmp electromâgnetic variabil în timp se propagă 
sub formă, de unde electromagnetice. Într-adevăr, din primele două perechi 
de ecuaţii Maxwell (6.2.37)—(6.2.40) scrise pentru vid, în lipsa sarcinilor | 

p = 0) şi a curenților (J = 0), ~ 


oH 


VxE = — up —— V-H=0 
a! 
vxH = ca E; v.E=0 (6.10.1) 
se obține 
V x(YxE) = — po (V x H). 


Folosind în membrul întîi relaţia vectorială a x (b x e) = b(a - e) — 


. — e(a- b) şi înlocuind pe V X H cu expresia dată de a treia ecuație 
(6.10.1) după calcule simple rezultă ecuația 


| AR (aia 
VE — Ho Eo o = (6.10.2) 
sau cu : i 
a dz N (6.10.3) 
V coto 5 
1 RE $ 
AE — e 0. (6.10.4) 
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a ai (6.10.5) 


Ambele aceste ecuaţii (6.10.4) şi (6.10.5) au structura matematică a ecuaţiei 
diferențiale a undelor (2.5.13), ceea ce înseamnă că cimpul electromagnetic 
descris de aceste ecuaţii se va propaga din aproape în aproape sub formă 
de unde electromagnetice. 

Pentru a afla valorile lui E(r, t) şi H(r, t) care satisfac aceste ecuaţii, 
respectiv pentru a putea desprinde cîteva proprietăţi ale acestor unde 
(inclusiv a caracteristicilor care descriu procesul de generare a lor -de 
către sarcinile electrice aflate în mişcare) este avantajos să se folosească 
tot metoda potenţialelor electrodinamice, În regim variabil şi pentru vid, 
potenţialele vector A(r, t) şi scalar ọ(r, t) trebuie să satisfacă ecuaţii Poisson 
de tipul ° 


2 A > 
TA | pa AC COM (O, (6.10.6) 
G AR 
1 olr, t) 1 
Aotea S e Cat e 
PE) in T S e(r, t) 
cu condiția suplimentară Lorentz 
Ie L | (6.10.7) 
ZE sc 


| ă în li ini i i ilor de con- ` 
x faptul că în lipsa sarcinilor electrice și a curenților de cc 
e ( = si si = 0) ecuaţiile (6.10.6) se reduc la forma ecuaţiei dife- 


renţiale a undelor 


1 PAlr, t) 

TEN AALT (6.10.8) 
AA(r, t) TEE 

| 1 olr t) o 

Aclr, 1) = 2 082 ri 


| ŞCARE. 
6.10.1 CIMPUL ELECTROMAGNETIC CREAT DE SARCINI ELECTRICE ÎN MIŞ 
10 POTENȚIALELE RETARDATE 


jenta demonstrează că ă electrică ai ea pei 
cobane pas electromagnetic, care Ya fi variabil în timp, da Ş 
g 


; sarcinii e rectilinie și uniforma. romagnetice. 
rea sri iei A care a fost generat sub formă de unde electromag 
propaga bea 
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S ie iai sarcinile electrice generatoare de cîmp se consideră de formă 
punctuală, atunci cimpul electromagnetice prezintă discontinuități pe 
sarcinile respective (de exemplu, E —> œo, cînd r— 0; vezi (6.6.10)). De 
aceea, calculele se vor putea face numai pentru un domeniu din care s-a 
exclus porțiunea din imediata apropiere a sarcinii. De altfel, aproximaţia de 
sarcină punctitormă rămîne valabilă numai pentru distanțe mari față de 
sarcină a locului în care caleulăm cimpul, în comparaţie cu dimensiunile 
geometrice ale acesteia. 

Dacă sarcina electrică se găseşte într-un mediu omogen şi izotrop, 
atunci în aproximaţia menţionată mai sus componentele cîmpului electro- 
magnetic (E, D, B, H) se vor putea obţine din rezolvarea ecuaţiilor (6.10.8). 
Introducînd notația l 


Eag = An Ay, Az 9) (6.10.9) 


şi ţinînd cont de simetria sferică a problemei, ecuațiile (6.10.8) se reduc 
la forma 
2 
peno (e = p a (6.10.10) 


m or or] e aF 


În $ 2.5 s-a arătat că soluţia unei astfel de ecuaţii, care reprezintă 
un proces ondulatoriu ce se propagă în lungul lui r este compusă din doi 


termeni de forma, 
r| 3 r 
afectin 
e ic, 


= e 6.10.11 
F, e (6.10.11) 
Primul termen z (i ză T] descrie o undă progresivă ce se propagă în 
: r 
pi aa r z 
sensul pozitiv al direcției r, iar al doilea termen-— h(t + = o undă 
r 


regresivă care se propagă în sens invers lui r. 2 ` e 

Este uşor de verificat că cele două funcţii f,/r şi falr sînt soluţii 
liniar independente ale ecuaţiei (6.10.10), ceea ce înseamnă că pentru 
descrierea, fenomenului respectiv (propagarea cîmpului) este suficient să 
folosim numai una dintre aceste soluții. Va fi aleasă, fireşte, soluţia care 
prezintă, o semnificaţie certă în fizica clasică, respectiv aceea care la limita 
{r > œo, t > —00) se anulează. Se poate constata uşor că acestei cerinţe 


îi satisface numai soluția 


za = p[i t) (610.12) 


care descrie unda progresivă (cealaltă soluţie are argumentul nedeterminat 


la limita r —> 00, t -> — œ). 
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1 
A z v å— ] a |r| . l 
aa fhi zi] da 7: s(i - A (6.10.13) 


(4 


Forma concretă st y 

) retă a acestor expresii rezultă din f x che 
i ta oa cca N > dc , n faptul că în aproximaţi 
statică, respectiv staţionară erau valabile relaţiile aa 


(r) = niq ete ; A(r) = LN ED ay, (6.10.14) 


AT Eo i 47 r 


ii an S pentru m sistem de sarcini localizat în r, potenţialele 
lectr amice ale cimpului creat în punctul R (fig. 6.10.1 î 
oae p (fig. 6.10.1) sînt date 


A ati 
o(R, 1) = z | R j av (6.10.15) 
ez, 
A(R, t) = = W n J ar. (6.10.16) 


Aceste expresii sînt analoge celor din cazul static (6.10.14), dar ele 
ne spun că potenţialele din punctul R, la momentul t sînt determinate 
de distribuțiile sarcinilor electrice e şi ale curenților J, existente în punctul r, 
R—r| 


la momentul anterior. t — — „Din aceas- 


c 

` tă cauză, potențialele electrodinamice de forma 
(6.10.15) şi (6.10.16) au fost numite potentiale 
retardate. Ele exprimă în mod nemijlocit 
faptul că cîmpul electromagnetic se propagă 
cu o viteză finită. 


6.10.2 OSCILATORUL ELECTRIC IN APRONI- 
MAȚIA DE DIPOL. EMISIA UNDELOR 
ELECTROMAGNETICE 


Fig. 6.10.1  . Pentru a putea desprinde cìteva dintre 
| caracteristicile procesului. de emisie a undelor 
netice de către sarcinile electrice aflate în mişcare vom par- 


ultatele (6.10.15) şi (6.10.16) pentru cazul cînd punctul în 
ăseşte la distanţă mare față de sistemul 
R| > el în care caz se 


electromag 
ticulariza rez 
care dorin să caleulăm cîmpul se g 
de sarcini care îl generează. Vom admite deci că | 


poate face aproximaţia 


Re Rs (6.10.17) 
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. 


SĂ Ay nu în vedere că J = pv, pentru un sistem de sarcini Q, aflate în 
şcare cu vitezele v; expresia (6.10.16) se va reduce la forma 


ATI dm 20 A $ E 
ETH nR Că A (6.10.18) 
. sau 
; d | 
AR ii bi Sit i 
l i ) 4Amh dt ( Quri): (6.10.19) 


Utilizind aici relația (6.6.38) care defineşte momentul electrice dipolar 
al sistemului de sarcini electrice, avem 


TOR 
AR 4) = te ERU 1 
0 Rei a (7 Spre 


în care ; 
: Sepsa] 
; AE (6.10.21) 


G 


marchează timpul retardat. ` : : 

Prin urmare, potențialul A este determinat, în aproximația precizată 
mai sus, de viteza de variație a momentului dipolar electric p. Această 
aproximație este cunoscută în teoria radiației sub denumirea de „aproxi- 
mația de dipol”. ; roan % 

Potenţialul scalar poate fi aflat, fie prin particularizarea ecuaţiei 
(6.10.15) pentru cazul aproximației de dipol, fie mai simplu, prin folosirea 
condiției de etalonare Lorentz: (6.10.7).| Din condiţia Lorentz se obţine* 


ap i aA sanli da p(z) e (6.10.22) 
t : 4r R 4T 


în care e = R/R este versorul direcţiei R. ; | ; 

Pe baza acestor rezultate putem calcula componentele E şi H ale 
cîmpului electromagnetic generat de dipol, respectiv ale undei electromag- 
netice care se propagă în lungul direcției. R. Folosind relaţiile (6.4.1) şi 


(6.4.4) avem 
1 1 pta) ERNE 
| în dili Ie | POL a 7x25) = 
E HB, D 7 7 tă 47 x (3 4nR a(-) 
L-A i y 4 
i a (Dl) o) (6.10.23) 
> A4nRo AN 


pa 


* În calculele ce urmează s-au neglijat termenii mici în 1/R2, 


A 
E SE Li afise y DEA și Wo .. Hot .. p 33 
= e = — p(t) — — V = aL. [e > 
ôt 4r.h PC) Ank (5) ár k le: x (e X 
ă (6.10.24) 
Se remarcă faptul că între cei doi vectori de cimp E și H există/relaţiile 
E = | (e x H) (6.10.25) 
0 5 Li 
H = E (E. x e) (6.10.26) 
[ š 


care se obțin din (6.10.23) şi (6.10.24), avind în vedere că c?eouo = 1. 
Prin urmare, vectorii E, H și e formează un triedru local drept respectiv 
unda electromagnetică este o undă 
transversală pentru că E (orientat tangent 
la cercul meridian ce trece prin punctul 
de observație P) și H (orientat tangent 
la cercul paralel ce trece prin P; vezi 
fig. 6.10.2) “vibrează perpendicular pe 
direcția e. Această direcție reprezintă, 
tocmai direcţia de propagare a undei, 
. deoarece e este în acelaşi timp şi versorul 
vectorului Poynting Sp. Într-adevăr 


p= EX n = je x H) x H] = 
E0 


Fig. 6.10.2 i ; j =] H?e. (6.10.27) 


E0 


Dacă dipolul p este orientat în lungul axei Oz, care face unghiul 0 cu direc- 
tia de propagare e și luăm în considerare expresia (6.10.23), obţinem 


2 Ho p(s) sin20- (6.10.28) 
Ş = —— 0 — pl) sin 0- e. 
= Iorc R?” ) 


Avînd în vedere Jegea conservării energiei şi faptul că dipolul electric 
oseilant radiază în vid, se constată că toată energia emisă de e paie ma 
tatea de timp se Va regăsi sub formä de energie iN caa străbat 
suprafața închisă (9) ce înconjoara dipolul. Deci, putem ser 


aW 2 46 Su: as (6.10.29) 
dt (S) 
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cl suprafața (S) de formă sferică și de rază R suficient de mare (con- 
iție cerută şi de aproximația de dipol) și folosind coordonatele sferice R, 
© şi ọ, avem 


AW __bople) ; în op? 
— = - Ri sin 040 dọ = ==. „10.30 
di 1672 cR? | | d rc St 


Pe baza acestui rezultat se pot stabili următoarele concluzii : 

— o sarcină electrică emite energie radiantă numai atunci cînd se 
mişcă «neuniform (p = Qi + 0). 

— intensitatea radiaţiei electromagnetice este maximă pe direcţia 
transversală dipolului (0 = 90%) şi nulă pe direcţia acestuia (0 = 0%). 
Cu alte cuvinte, dipolul oscilant nu radiază în lungul direcţiei sale. 

Aceste concluzii sînt bine verificate de datele experimentale la nivel 
macroscopic. De exemplu, antenele de emisie a undelor electromagnetice 
în gama radioelectrică (yv = 10%. 10% Hz) sînt de fapt dipoli electrici osci- 
lanţi, care radiază energie potrivit legilor stabilite mai sus. Dar încercarea 
de a extinde aceste rezultate la studiul unor fenomene atomice şi subato- 
mice s-a soldat cu un eşec total. Astfel, dacă se admite că electronii atomici, 
aflați în mişcarea lor orbitală în jurul nucleului emit radiaţii electromagne- 
tice (în spectrul vizibil) în conformitate cu predicția electrodinamicii cla- 
sice, atunci ca urmare a pierderii de energie, ei ar trebui să se apropie 
treptat de nucleu şi să „cadă” în cele din urmă pe acesta. Ar trebui deci, ca 
radiaţia emisă să aibă un spectru continuu de frecvenţă, iar atomii să posede 
o stabilitate limitată în timp. Nici una dintre aceste concluzii nu este 
în concordanţă cu faptele experimentale şi mai ales „catastrofa” stabili- 
tăţii atomice a arătat în mod pregnant că teoriile clasice ale electromagne- 
tismului au un domeniu limitat de valabilitate. - 


6. 10. 3. UNDE ELECTROMAGNETICE MONOCROMATICE 


Vom expune în acest paragraf una dintre problemele cele mai simple 
ale teoriei undelor electromagnetice şi anume cea referitoare la undele 
monocromatice. Denumirea este luată din optică (vezi $ 1.1), unde se 
“numesc monocromatice, radiaţiile luminoase de aceeaşi culoare. 

Pentru a înţelege semnificaţia fizică a acestor unde și modul lor de 
descriere, să presupunem că dipolul electric. oscilant, considerat în para- 
graful anterior, oscilează armonic, respectiv că frecvența lui este constantă 
(y = const.). Atunci valoarea momentului său dipolar va fi o funcție armo- 
nică, de timp, de forma * 

; pe) = pe: (6.10.31) 


* Scrierea exponențială din (6.10.31) este echivalentă cu scrierea wigonometrică a func- 
tei pA =Q r= R A» cos(oot + p) din cazul oscilatorului armonie elastic (vezi $1.7 


pentru că Rep(t) = pocos ol s 
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În acest caz, şi ci ie E sit j 
Ser Ri ant pi puna ile E și 5 ale undei electromagnetice generată de 
7 ţii armonice de timp, pentru că din (6.10.23 e u 
p, pentru că din (6.10.23), de exempl 
s si ) p 7 


rezultă 


icre 
H(i) = peri wila X:py)0 0. Elo (6.10.32) 


în care s-a introdus notația. 
(6410.32) 
care joacă rol de amplitudine în variaţia armonică în timp a lui H(t). 


în mod analog se obţine 


E(t) = Eei. . (6.10.33) 


s Vom admite, în continuare, că unda electromagnetică se propagă 
într-un mediu dielectric omogen şi izotrop, lipsit de sarcini libere (p = 0) 
şi de curenți de conducție (J = 0). În acest caz, ecuațiile lui Maxwell 
(6.2.37) şi (6.2.39) se reduc la forma 


poz == „E = ioH (6.10.34) 


= — iock. (6.10.35) 


Pentru a elimina din prima ecuație funcția H, o înmulţim la stînga vecto- 
rial cu operatorul V şi ţinem cont de faptul că V : E = 0. Găsim * 


: J x (V x E) = iou Y x Ha 


sau 
V( VE) — AE = — Po2uck | 
Deci pesi i 
; AE + o2ucE = 0. (6.10.36) 
în mod analog, pentru H se obţine ecuaţia 
AH + o?u H ii : (6.10.37) 


Asa cum 8e va arăta în continuare, dacă intervine o absorbţie sau 0 
E a undei în mediul de propagare, atunci constantele de material 
e și p depind de pulsaţia w. Vom neglija pentru moment aceste dependente 
și vom introduce notația 

la = w? pe. i (6.10.38) 


2i * 


ue = — = — (6.10.39) 


n pas indicele de refractie absolut (în raport cu vidul) al mediului respectiv. 
eci 


Tire n2 2È îm VĂ a și sd 4m?n? 
la Te 22 
respectiv 
27 
k = CT n = kon (6.10.40) 
unde mărimea , 
Aase T -(6.10.41) 


reprezintă lungimea de undă a undei electromagnetice respective. Prin ana- 
logie cu (2.6.4), vom numi mărimea k definită prin (6.10.40), număr de undă. 
Semnificația lui fizică se obține uşor, dacă se caută soluţiile ecuaţiilor 
(6.10.36) şi (6.10.37) şcrise, prin intermediul lui k, sub forma 


AE + WE = 0; AH + KPH = 0 (6.10.42) 


adică funcțiile E(r) şi H(r). În acest scop trebuie alese cazuri particulare de 
simetrie ale problemei studiate. Vom expune succint două astfel de cazuri 
particulare. . | 
Unde plane. Admitem că unda se propagă în lungul axei Ox, caz 
în care ecuaţiile (6.10.42) se reduc la forma ecuaţiei diferenţiale a. oscila- 
torului armonie (vezi $ 1.7.1) 
2 2 
Erata gi i Be i REN, (6.10.43) 
dz? dg? KER i 


Soluțiile acestor ecuații sînt 


B, =m the, Hym Boo bitte (6.10.44) 


r 


sau, ținînd cont și de (6.10.33), t 
Bho î) = Danae Tetea i (6.10.45) 
Soluţii corespunzătoare se obțin şi dacă unda se propagă în lungul 


axelor Oy sau Oz, ceea ce înseamnă că pentru o direcţie de propagare oare- 
care, se poate introduce vectorul 


k= ik, + jk, + Ek, ` (6.10.46) 


319 


numit vector de undă (sau vector d 
l ” de undă (se ctor de propagarea). Unda plană c ă 
în lungul direcției k(fig. 6.10.3) va fi descrisă de o tuia de janta | 


E(r, t) = Epe- r- (6.10.47) | 
Pe reprezentînd faza iniţială a undei. | 


Se observă din (6.10.47) că locul geometrie 
al punctelor în care, la un moment dat E(r) 
este constant este definit de condiţia, 


k-r — ot + qp= const., t = const. 


sau 


gk, + yky + k, = const.  (6.10.48) 


Această ecuație defineşte un plan normal la 


Fig. 6:10.3 k (fig. 6.10.3), numit plan de fază constantă | 
sau suprafaţa de undă. Prin urmare, în cazul t 
undelor plane, suprafețele de undă sînt plane paralele între ele. Aceste 
plane se deplasează cu viteza | 
m k 
araen (6.10.49) 
t W% 


numită viteză 'de fază. De notat, deci, că în cazul undelor monocromatice 
intervin variații periodice ale cîmpului electromagnetic, în timp (cu pulsa- 
ţia temporală œ) şi variații periodice spațiale (cu pulsatia spațială $). 
Unde sferice. Dacă cîmpul electromagnetic al undelor prezintă o 
simetrie sferică, atunci ecuațiile (6.10.42) se reduc la ecuații de forma 


idi (r == +E =0. (6.10.50) 
72? dr dr j Sog 


Soluția unei astfel de ecuații se obține în mod similar cu cel folosit în § 2.5 
şi este de forma 


E(r) = A petito - 
r 
Tinînd cont şi de dependența de timp (6.10.33), obţinem 


E(r, t) = Feiler, (6.10.51) 


uprafețele de undă sînt sfere concentrice, din 
ferice. De notat că în cazul undelor sferice, 
s proporţional cu distanța faţă de sursă. 


Se vede că în acest caz 8 
care cauză undele se numesc 5 
amplitudinea undei scade inver 
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$ 6.10,4. UNDE ELECTROMAGNETICE NEMOCNOCROMATICE. NOȚIUNEA 
DE RAZĂ A UNDEI 


În practică se întîlnesc destul de rar unde monocromatice, pentru că 
acestea presupun emisii continue de radiaţii (de aceeaşi pulsaţie w) şi 
lipsa, dispersiei (în cazul cînd pe aceeaşi direcţie s-ar propagă mai multe 
unde monocromatice de frecvențe diferite — cazul undelor luminoase — 
iar mediul este dispersiv, intervine fenomenul de dispersie vezi $ 7.5). De 
regulă, procesul de emisie este fragmentat, transmiţindu-se de fapt semnale 
electromagnetice de forme (ca amplitudine) şi lungimi diferite. Dar s-a 
constatat că această „,segmentare” determină modificări serioase în ceea 
ce priveşte propagarea undei, pentru că segmentarea în „grupuri de unde” 
presupune existenţa mai multor unde de frecvenţe apropiate care determină 
forma şi lungimea semnalului respectiv. | 

într-adevăr, admiţind că toate undele care determină grupul de unde 


Š ; Me Non: 3 La 
au pulsaţiile cuprinse în intervalul w + ai interval situat în jurul 
valorii œ, atunci, suprapunînd numai undele de pulsaţii extreme, se obține 

E=E,| pilot Ac) t- (kot Ak) z g—illoo-49) t- (ko—Ak) 1] = 


= 2E, cos(Ao-t — Ak- v) o Ouka, (6.10.52) 


Această ecuație descrie o undă de forma reprezentată în fig- 6.10.4, 
numită undă de grup. Se vede că amplitudinea unei astfel de unde 
2Bcos(Aot — Ak-a) se propagă cu viteza 


Aga ada (6.10.53). 


numită viteză de grup, diferită de viteză de fază v, definită 


de (6.10.49). 
Într-adevăr, ținînd sema de (6.10.49), putem scrie i 


Lei 
QE vko = — k, 
n , 


şi deci 


dho ] 1 ko dn 
re So ha = 0 rez IIS 
dk, |n ` m m2 dk, 
care cu ky = 2%) şi n = eow = clon devine 


v, = — RAN eee SE (6.10.54) 


Această relaţie este tocmai legea de dispersie a lui Rayleigh. 
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21 — c, 111 21 


Dacă vrem să luăm în calcul contribuţia tuturor undelor monocroma- 


tice care determină forma și lungimea unui grup de undă, atunci în locul 
relaţiei (6.10.52) trebuie să considerăm expresia, 


AO 
Ot Ey 


E= F, | elor = MoA do (6.10.55) 


unde k(w) exprimă dependența de frecvență a vectorului de propagare, 
Putem lua această dependentă de forma 


klo) = klot (o — o) E IRD rini (6.10.56) 


Oo; 


şi în această dezvoltare în serie Taylor’ să ne oprim la primii doi termeni 
(următorii fiind cu atât-mai mici cu cit dependenta, lui k de œ este mai slabă 
— dispersie slabă). Introducind (6.10.56) în (6.10.55) şi etectuind calculele, 
se găseşte expresia 


Pra ama mia 
ERE 


Se vede că amplitudinea: semnalului (grupului) electromagnetice este, în 
acest caz, o funcţie de v şi t, de forma 


; dk Ao 
ef (SAS ne 
doo d 2 e E eS) 
ej e e 
| do 0 2 
iyii iteza de grup v. În 
deplasează în lungul axei v și in acest caz cu vi le grup v. M 
Dai 610.4 este dată reprezentarea grafică a dependenței amplitudini 
E = E(£). 
Aaa prin punctul v = const. a unui astfel de semnal tanadon 
deocamdată -ca fiind format din maximul său paoa A 
intervalul A% = 7) durează un interval de timp At, astfel înc 


eilde) 3 (6-10.57) 


E(E) Ze E, 


NN r 
/ TER 


sau dacă se iau în consideraţie şi celelalte maxime secundare 


Aw At 32. ; (6.10.59) 


Această inegalitate condiționează lărgimea în frecvență a semnalului Ac 
de intervalul de timp At necesar detecţiei sale. De exemplu, dacă este vorba 
de semnale radio şi luăm pentru At limita de audibilitate a urechii omului 
(At ~ 5:10*5s), atunci din (6.10.59) rezultă că Aw ~ 47:10 Hz. Avînd 
în vedere că w > Ac, ne dăm seama de ce în transmisiile radio frecvenţa 
undei purtătoare trebuie să fie mult mai mare decît a semnalelor (sonore) 
transmise. i 

i Inegalitatea (6.10.59) poate fi transpusă uşor la altă pereche de mărimi 
şi anume la k şi w. Astfel, considrind t = const, din (6.10.58), folosind ace- 
leaşi consideraţii ca mai sus, rezultă ; 


Ak. Ax > 2r. (6.10.60) 


Această relație ne dă informaţii asupra localizării spaţiale a semnalului elec- 
tromagnetic respectiv. De exemplu, dacă semnalul se propagă în lungul 
axei Ox şi ne interesează care este lărgimea lui transversală d, la distanța D 
de sursă, atunci punind Ay = d și Ak = 2k, (vezi fig. 6.10.5) avem 


ESk d md 
= ae lei hg B 
2D 2D AD 
deci , i 
/ 3 i 
od >27; >d > VD (6.10.61) 


Pe baza acestei relații găsim că lărgimea unui fascicul electromagnetic 
cu à = 1m este, la distanţa D = 100 km, de 320 m. De acest rezultat 
trebuie să ținem seama atunci cînd vrem să transmitem dirijat semnale 
electromagnetice. De aceea în sistemele radar, de exemplu, se folosesc 
unde din gama microundelor (A = 10-3 — 10-2 m), care îşi păstrează, 
muilt mai bine directivitatea. > 


Co 


K D 


Fig. 6.10.4 Fig. 6.10.5 


Consideraţiile făcute mai sus ne arată că se poate folosi noţiunea de 
fascicul plan paralel numai în acele cazuri în care >à, respectiv Ak <k. 
De exemplu, În cazul undelor luminoase (A =4:1075 + 15: 10-5 m), 
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dacă d ~ 105, înseamnă 
u dimensiuni de ordinul lui 10 
ciculului (se poate vorbi de 
de rază de lumină). I 
fenomenelor de difracție. 


O semnificație mai profundă a relațiilor (6.19.59) şi (6.10.60) va fi 
dezvăluită de teoriile cuantice. 


ù la trecerea unor astfel de fascicule prin orificii 

* m se mai păstrează plan-paralelismul fas- 
rază, în sensul în care optica definește conceptul 
„a d <10-4 m acest plan-paralelism dispare datorită 


6.10.5. FENOMENE PRODUSE DE UNDELE ELECTROMAGNETICE 


Există mai multe tipuri de fenomene pe care le produc undele (inclu- 
siv cele electromagnetice), unele dintre ele fiind specific ondulatorii, în 
sensul că prezenţa, lor demonstrează cu certitudine existența, în acel caz a 
unui proces ondulatoriu. Din această ultimă categorie de fenomene fac 
parte fenomenele de interferenţă, difracție, dispersie, polarizare şi efectul 
Doppler. Mai pot interveni însă şi fenomene de reflexie, refracție, absorbţie 
şi difuzie, care se întîlnesc şi în cazul fasciculelor de particule. 

Desigur că se poate elabora o teorie unitară a acestor fenomene care 
să fie valabilă pentru orice tip de undă, dar pentru că intervin particu- 
larităţi în ceea ce priveşte dispozitivele experimentale necesare pentru pro- 
ducerea acestor fenomene, respectiv a utilizării practice a acestora, vom 
expune în continuare doar citeva dintre aceste fenomene, restul rămînînd 
pentru a fi expuse în capitolul de optică ondulatorie. ; 

a) Reflexia şi refracția undelor electromagnetice. Formulele lui Fresnel. 
Fie două medii dielectrice omogene și izotrope, separate între ele printr-o 
suprafață plană X (situată în planul 20y), în care o undă electromagnetică 
plană se propagă cu vitezele v, (în primul mediu) și və (în al doilea). Sonda 
cu 6 unghiul de incidenţă pe care îl face o rază incidentă cu AIE 
la planul de separație în punctul de incidență şi cu 0’, respectiv 0” unghiu- 

: rile de reflexie și de refracție. Se observă 
de pe figura 6.10.6 că versorne,e şie 
ai direcțiilor de propagare ale razelor 
incidentă, reflectată şi refractată, se 
pot exprima sub forma 


e—i sin 0+k cos 0; e=isin 6'— k cos”; 
(2) e” =i sin 0” +k cos 0’. (6.10.62) 


Dacă pupratața a Sayi a 
ine sarcini electrice libere ( o =Y, 
rin lee condiţiile de cantinu 
pentru cîmpul electromagnetic (6.2.4 ) 
şi (6.2.46) cer ca componentele tanga 
tiale ale vectorilor EşiHla snprelata l 
separație să fie egale între ele, adi 


BEE"; B+ BE. (6-10.63) 


Fig, 6.10.6 


324 


date “da de faptul că intensitatea cimpului electric E este, pentru o 

a eră an, ih de iz mr OE ) şi făcînd în această expresie înlo- 
ik- r = kelis + jy + kz) = k(x sint + z cos0), prima identitate di 

(6.10.63) se va transcrie sub forma i aE E d 


Ene ista sin 0+ z cos 0)) 4- Eoi lo EM sin @—z cos,0')-er]= 
= Eee i-a sin 0''+ cos 0')-q,] j : (6.10.64) 


Această identitate trebuie să fie satisfăcută pentru orice punct din planul 
(xOy) şi la orice moment (t), condiție îndeplinită numai dacă 


E EE V Pain E sin EA a 0 (6.10.65) 


Dar, potrivit relației (6.10.40) ayem 
2 Bi 
FARE k” = — m (6.10.66) 


n şi na fiind indicii de refracție absoluți ai celor două medii. Rezultă deci 
că prin reflexie şi refracție frecvența undei nu se modifică, iar unghiurile 
de relfexie şi refracție sînt legate de cel de incidenţă prin relațiile . 


6 =; n sin 0 = nm. (6.10.67) 


Pentru ca şi fazele inițiale ale undei reflectate e, respectiv refractate e, 
să satisfacă condiția la limită (6.10.64) trebuie ca ei = e% = 1, 
din care rezultă f 
p, =0; e Moi (6.10.68) 
t e iy „LU. 
În aceste condiţii, ecuaţiile de continuitate (6.10.62) se reduc la ecuaţii 
de continuitate pentru amplitudinile celor două cîmpuri, de forma 


Es + Ey = Eu; Ho + Hi: = Ha. (6.10.69) 


Pentru rezolvarea acestui sistem de ecuații vectoriale, vom ţine seama de 
faptul că Ep- H, = 0, şi vom distinge următoarele două cazuri particulare : 
— cazul transversal magnetic (T. M.) în care admitem că vectorul Eg 
este conţinut în planul de incidență (e, N), Ho fiind perpendicular pe acest 
lan și 
i pi cazul transversal electric (T.E), în care H, este conţinut în planul 
de incidenţă, iar E, este perpendicular pe acest plan. Se vede că în cazul 
transversal magnetic condiţiile (6.10.69) se reduc la ecuaţiile 


Hy, + Ho = Hii; Bop Cos 0 — Bop cos 0' = Eep cos 0” (6.10.70) 


iar în cazul transversal electric, la ecuaţiile 
B,, + Hos = Bo; Hop COS 0 — Hi, cos 0’ =Hop cos 0" (6.10.71) 
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indicele s speciticind e 
lar p-eomponente paralele cu acest plan, 


Dar, potrivit relaţiei (6.10.26), putem scrie: H=] B=) 2 p= 
x Zrt E= 
H Ho 
n 


omonente perpendiculare pe planul de incidență 
$ 


l e—a o m 
= Vertobo Bop = Na dop = — Bop Şi respectiv Ho = — Bos 
SO iri, Ho W 
aşa încît ecuaţiile (6.10.70) şi (6.10.71) devin pr 
(Foo + Eor) = naBs,; (Bop — Eip) cos 0= op cos 0” 
(6.10.72) 
Eos + Bou = Ebh; (o, — Ega) cos O = ni cos 0”. 
Din primele două rezultă, prin calcule simple 
3 tge(0 — 0” Fă 2 -sin 0” 
Wy == By ECO ll: pe eee ee 20030 EI eee pă ai 
tg(0 + 0”) sin(0+0”) cos(0 — 0”) 
iar din ultimele două = 
a sin(0 — 9” 5 2 cos 9 sin 0” 
ES n ist 0 pm a . (6-10.74) 


s ” sin(0 + 0”) * sin(0 + 0”) 
Aici s-a, ţinut seama, şi de legea refracției (6.10.67). A 5 
Expresiile (6.10.73) şi (6.10.74) sint cunoscute sub denumirea de rela fii 
(formule) ale lui Fresnel şi ele pot fi generalizate şi pentru cazul mediilor 


absorbante [10]. Pentru cazul particular, al incidenței normale (0 = 0), 
aceste relații se reduc la forma 


4 n ecan 7 si pif sea 2n A PRA 2n 
Bop = Bop ai E Haos = — Eos P Hop = Bop Paa Ras = Eos a 
(6.10.75) 
unde 
TE, (6.10.76) 


reprezintă indicele de refracție relativ al mediului doi în raport pir peia 
mediu. De notat că E este mereu în fază cu E (o, = 0, vezi Take 3), 
iar E” poate fi în fază sau în opoziţie de fază cu E, după cum n > 
Zi A dep $ Sar 
E, Pentru a caracteriza o suprafaţă de separație dintre două iat, a 
punct de vedere al reflexiei, respectiv al transmisiei aa e L ae a 
tice, se folosesc coeficienţii de refleaie r și de transmisie T, de iniţi p 
iile a A 
Aa r p2 A p2 n= Mn IL] H? m Bi AS ii 
| Zuto — E A a (a 
| de asa Fip n sie: 1 JE] Fis F op 


(6.10.77) 
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Se constată uşor că 


rani ` (6.10.78) 


relație valabilă numai pentru suprafețe de separație neabsorbante. Ea 
exprimă de fapt consevarea energiei în aceste procese. 

b) Polarizarea undelor electromagnetice. Este interesant de observat 
că formulele lui Fresnel (6.19.74) pun în evidență o asimetrie axială la 
razele reflectate şi refractate. De excmplu, din prima relație (6.10.73) 
rezultă că pentru cazul cînd 0 + 0' = rf2, respectiv cu (6.10.67), pentru 
un unghiul de incidenţă care satisface condiţia 


tg0s =n (6.10.79) 


componenta E), a undei se anulează și deci raza reflectată va conţine numai 
oscilații perpendiculare pe planul de incidență. O astfel de rază se numește 
plan-polarizală, spre deosebire de raza incidentă — numită naturală. — care 
poate în principiu să conţină vibrații în toate direcţiile conţinute într-un 
plan perpendicular pe e. Unghiul de incidență 0; determinat de condiţia 
(6.10.79), este cunoscut sub numele de „unghi Brewster”, iar legea lui 
Brewster (6.10.79) este bine verificată: de experienţă (vezi polarizarea 
razleor de lumină $ 7.7). 

Astăzi se cunosc stări de polarizare mult mai complexe decît polari- 
zarea plană, acestea putind apărea și ca un feet al procesului de propa- 
gare al undei prin mediul respectiv. De exemplu, dacă mediul este disper- 
siy sau este anizotrop, cele. două oscilaţii ale vectorului E, care se fac în 
planul de incidenţă (Esop), respectiv perpendicular pe acest plan Eos), se 
propagă de regulă cu viteze diferite. Între ele se va crea. o diferenţă de fază 
ọ, şi prin interferarea lor, va rezulta, o undă în care extremitatea Vectoru- 
lui E va, descrie o curbă exprimată prin ecuația 


2 2 ; ; 
Bp E, + 2 _ Bbs cos (0) == sin20. (6.10.80) 
Eg, Ebs EopEos 


SE Se vede că funcţie de valorile lui ọ, rezultă o rază polarizată plan 
(pentru e = nr; n = 1, 2, ...) sau polarizată eliptic (pentru ọ = (2n + 
+ 1/2) ; n = 1, 2, ... ; vezi fig. 6.10.7). În acest ultim caz, dacă şi Bop = 
= Eps, raza Vă fi polarizată circular (dextrogir, dacă By se roteşte în sens 
orar faţă de un observator ce priveşte în 
“sensul de propagare al razei și levogir în - 
caz contrar). 
c) Absorbţia undelor electromagnetice. 
ste determinată de procesele de transfer 
“către substanţa din cimp a energiei undei 
electromagnetice respective. De regulă, 
energia, transferată se regăseşte în sub- 
stanţă Sub formă de căldură, ceea ce 
înseamnă că fenomenul este condiţionat de 
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prezenţa sarcinilor libere în mediu considerat. De aceea, vom ex A 
: ALO à une citev 

consideraţii introductive asupra fenomenului de absorbţie a, (dela lons 
magnetice în metale. Vom pleca de la ecuațiile lui Maxwell (6.2.37) şi (6.2.39) 
ìn care nu vom mai neglija curentul de conducție J = oE. Deci 


oH p 
PX E pV XE = B+ e 


(6.10.81) 


Bliminind între aceste două ecuaţii, pe H cu procedeul folosit în (6.10.2), 
se obţine o ecuaţie de forma, 


Ran e -a 
pi Inl [eu « 


(6.10.82) 


Pentru unde monocromatice plane, luînd E(x, t)=E(%) e-** printr-un calcul 
simplu se găseşte ecuația 


2 2 
= ~ a: a Z iuao) E=0 (6.10.83) 


Notăm prin k mărimea complexă 
o? ; AZER 
k = FIF -z tuoo‘ = kı ==, ikg. (6.10.84) 


Atunci, ecuația (6.10.83) ia forma 


d2E 


KE = 0. (6.10.85) 
dr? a 


Această ecuaţie are ca soluţie expresia 


Els) = Eet = Egee. (6.10.86) 


Deci cîmpul electric E(x, t) al undei este dat de expresia 


Eta, t) = Eerhie-iai-hal, (6-10.87) 


Se constată astfel, că amplitudinea 
E(w) = Ee" (6.10.88) 


; . . a 

a unei astfel de unde scade E at tf Lene dh ÎI apele 

i i spectiv , mărimea e rolul de « de S 
papa E aR lui : se poate face, folosind relaţia (6.10.84). 
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cînd această expresie la pătrat și identificind 
cei doi membrii, se obţine sistemul de ecuați 


părţile reale și imaginare din 
1 


WÊ? w? ; 
k — k = -a T Stri Daka = poo = Eaa (6.10.89) 
0’ Eo 


ale cărui soluții sînt 


IS Ur g2 : PRS u o? 
k; S0 ENE ane l: ka == eela Ee rI e} 


(6.10.90) 
Pentru medii metalice, în cazul particular cînd este satisfăcută condiția 


ojew > e, (6.10.91) 
respectiv cînd curenţii de deplasare se pot neglija în comparaţie cu cei 
| 


de conducţie | |J] > |Ja] = coe, ——| = soepoB], deci oE > ege.oE, 


din care rezultă (6.10.91)), făcînd aproximaţiile 


_ 9 Îl br] 2 5 ba o | bre =]hroe 
pue 3 | E uz |F T | 6082) 


5 pe A 
E(s) =E |! 2 =E ° „16.10.93 
unde = za 
Heg / > (6.10.94) 
uow 


reprezintă distanța la care amplitudinea undei se reduce de e ori. 
"Rezultă că pătrunderea undei în mediul metalic respectiv va fi con-* 
diționată atit de frecvența undei œ, cât şi de coeficientul de conductibili- 
tate electrică o a mediului respectiv. Acest fenomen este cunoscut sub denu- 
mirea, de efect skin (sau efect pelicular), 3 numindu-se adâncime skin. Pentru 
unde cu frecvenţă v = 50Hz se constată că adincimea skin în metale (a 
—108 Q-1.m71) este 3 ~ 1cm. Lafrecvențe oa 10° Hz, R PERE 
i de ordinul a 3- 107 cm, iar pentru c —> co (vom i 
DEN e astfel de medii ipotetice) 3 —> 0. Fireşte, de prezența efectului 
skin trebuie să se țină seama nu numai In probleme de propagare a undelor 
electromagnetice prin medii metalice, ci şi in cele care privesc transportul 
energiei electrice prin curenți alternativi de 50 Hz în conductoare metalice. 
În același timp, modeul prezentat mai sus poate fi utilizat în studiul tuturor 
fenomenelor de absorbţie ale undelor electromagnetice în diverse medii. 
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4) Eleetul Doppler, În $ 
tio, subliniindu-se că ol aparo o 
u T: T ` îs, n 
aor ; dă in i de unde, Vom expune aici teoria relativistă 
ect opplor pontru undele oleotrom i )  obţi 

RSA ă E agnetice, Da se ob i 
n 8 ovale | Ai ine din 
CRN taza unei unde să rămină invariantă faţă de fede 

z (3.7.4). Asttel, pentru o undă plană de forma 


3.3 a fost prezentat efectul Doppler acus- 
a rozultat al relativităţii mişcării” sursei de 


E(w,t) = Epot- (6.10.95) 


p ponu cazul particular cind cele două sisteme de referinţă (Ovyz al sur- 
sel € Ş undă şi O'w'y'a' al detectorului de unde) se deplasează cu axele Oz 
respectiv O'’'w’ paralele între ele cu viteza v, vom impune cerința ca 


pilot = h'a") = gtl- ha) (6.10.96) 
unde 
PE ; ; va! J 
e= y (wtth e E); =-= (64 
; | riza moi (6.10.97) 
Se constată că putem serie i 
giota — o Abram) e N] a gon (6.10.98) 
şi deci i 
A 1 — v/e 


o = yo — ho) =: (7.10.99) 


îi VI =] 


unde s-a ţinut cont de relaţia ¢ = k/w. 
Prin urmare, frecvenţa recepționată v' este legată de frecvența 


proprie v, prin relaţia - : 


1 — v/e J 
f -n . 6.10. 00 
y y Ji Zale ( ) 


Această relaţie reprezintă legea efectului Doppler longitudinal. Pentru 
pe, ea trece în legea efectului Doppler clasic. În adevăr, luînd aproxi- 


mativ ET x 1, avem v'=v(1—vļė), relaţie identică cu (3.3.11) 
1 — je 
pentru 0 = 0. De notat că în cazul undelor electromagnetice se poate dis- 
tinge şi un efect Doppler transversal, care apare atunci cînd unda electro- 
magnetică se propagă transversal faţă de direcţia de deplasare a detectoru- 
lui. În acest caz vom impune condiţia de invarianță față de transformările 
fazei 
Lorentz, ia Aa ai Ar S 


Cu transformările Lorentz (6.10,97), avem 


, e qi Va) = 
pantrar) Ta [ovr tSr -ay ], 
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Se vede că 


y 


D= 3 
1— 02 
i 02 
De notat că această lege este relativistă, în sensul că pentru v <% c efectul 
Doppler transversal nu apare (v' = v). Acest efect a putut fi pus în evi- 
denţă în cazul radiaţiilor luminoase, fiind cunoscut sub denumirea de abe- 
vajie stelară. Încă în anul 1727, Bradley descoperă fenomenul de deplasare 
aparentă a stelelor pe bolta, cerească, pe orbite închise (fig. 6.10.8), văzute 
de pe Pămînt sub unghiul a = 40,9. El pune ' 
pe seama mişcării de revoluție a Pămîntului 
acest fenomen şi pe baza acestei ipoteze deter- 
mină viteza în vid a luminii (obţine valoarea 
c = 303 000 km/s), dar fenomenul este de fapt . 
un efect Doppler transversal. 

Astăzi cele două efecte și-au găsit 
multiple şi interesante aplicaţii. De exemplu, 
pe baza efectului Doppler longitudinal s-a 
putut interpreta fenomenul. de „deplasare 
spre roşu” a radiațiilor luminoase ce provin 
de la aştrii îndepărtați. În conformitate cu 
această interpretare deplasarea spre roșu este o 
dovadă a îndepărtării aştrilor şi în felul acesta 
s-a creat celebra teorie a „expansiunii 
universului”. ; š Fig. 6.10.8 


On = yo; y = y= 


(6.10.102) 


$ 6.11. PLASMA ŞI FENOMENE ELECTROMAGNETICE 
ÎN PLASMĂ 


Experimental se constată că gazele care conţin un anumit număr 
de purtători liberi de sarcină electrică (ioni şi electroni liberi) se com- 
portă în mod specific în cîmpuri electromagnetice. Se ştie de fapt că toate 
gazele în condiţii fizice normale conţin sarcini electrice libere, pentru că 
o fracțiune z din moleculele lor sînt ionizate. De exemplu, în aerul atmosfe- 
ric, aflat la po = atm şi T, = 300 K, există aproximativ 10 
ioni/m?. Totuşi, conductivitatea electrică c a aerului în aceste condiţii 
are o valoare extrem de mică în comparaţie cu conductivitatea electrică 
a ionosferei (strat atmosferic existent la altitudinea de 120-400 km), în 
care gradul de ionizare este doar cu două ordine de mărime mai ridicat 
(în ionosferă există în jur de 10% ioni/m?). Explicaţia acestui fapt constă 
în aceea că în ionosferă purtătorii de sarcină electrică negativă sînt aproape 
în totalitate electronii. liberi. ii i ; 

Astăzi se știe că peste 99% din substanța cunoscută din univers se 
prezintă sub forma unui amestec fluid de particule încărcate cu sarcină 
electrică pozitivă (nuclee, ioni) şi negativă (electrani), al cărui grad de 
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ionizare s i r cimă înd î 

peci! istincte de ale altor medii fluide constituite din particule 
neutre din punct de vedere electric — ca şi comportarea lor deosebită în 
cimpuri electromagnetice. Langmuir denumeşte un astfel de amestec 
plasmă şi o consideră ca pe o nouă stare de agregare a materiei. 

În condiţii terestre obișnuite, plasma este practic inexistentă, dar 
au fost concepute şi realizate o serie de procedee de generare a ei pe cale 
artificială, prin transformarea unui gaz obişnuit în plasmă. Astfel de 
procedee sînt : încălzirea unui gaz la temperaturi ridicate și ionizarea mole- 
culelor sale pe cale termică (plasma fierbinte); ionizarea unui gaz rarefiat 
prin intermediul unei descărcări electrice şi iradierea gazelor cu particule 
nucleare de mare energie sau cu fotoni de radiaţie laser. În toate aceste 
procedee se transferă gazului din exterior energia necesară ionizării molecu- 
lelor sale. Acest transfer se face, de regulă, prin ciocniri neelastice între 
particulele ce compun respectivul sistem, putindu-se ajunge în final la o 
plasmă cu grad maxim de ionizare (2 £ 1). Într-o astfel de stare plasma 
va conţine deci ioni pozitivi, electroni liberi şi fotoni de radiaţie. La 
æ < 1, în componenţa plasmei vor intra şi molecule (atomi). neutre. 


6.11.1. CARACTERIZAREA GENERALĂ A UNEI PLASME. TIPURI DE PLASMĂ 


Din considerațiile făcute mai sus se desprinde concluzia că plasma 
este o stare de agregare a materiei, în care aceasta nu are volum și formă 
proprie, este cvasineutră din punct de vedere electric, dar constituenții 
ei microscopici (ionii și electronii) interacționează şi prin forțe de natură 
electrică. O astfel de stare poate fi studiată atît la nivel macroscopic, cît 
şi la nivel microscopic, cele două metode de studiu completindu-se reciproc. 
În ambele metode de studiu un rol esenţial îl au prezența celor două com- 
ponente principale din plasmă — ionii şi electronii liberi. Presupunind în 
continuare că este vorba de ioni monovalenţi, constatăm că între aceste 
două componente există mari diferenţe privind proprietăţile lor inerţiale 
(Mion > Mo M — Masa de repaus a electronului). De această SRA 
trebuie să se țină seama în toate studiile asupra plasmei. De zeu? u, 
pentru o plasmă aflată în stare de echilibru termodinamic, în generat se 
înregistrează o diferență mare între temperatura de echilibru 7; > ani 
lor și temperatura T, a electronilor din plasmă. Acest lucru se da ornis 

contactului termic” foarte slab între cele două componente din p nna 
Se ştie că la ciocnirea electron-ion, electronul transferă numal 2(m,/ ME, 
din energia sa cinetică E, ionilor din plasmă. De exemplu, ari o pana 
cu ioni de Hg, numai 6- 10-6 din energia electronului se transteră 


de Hg, ceea ce face ca în general temperatura T, să fie mult maì mare 


í T 7 s . A . * . ia 
ii Un alt aspect caracteristic plasmei il reprezintă prezenţa interacțiuni 


lor de tip electric între constituenți ei onii ioh Phra uri 
iuni i i raza lungă de acţiune, i 
teractiuni de tip coulombian, cu mgă ne, oaze ardă te rebai 
ice i i racțiunile electrice din pia art 
trice interioare. În general, inte 4 l R 
site compenseze reciproc (atracţia cu respingerea), dar intervin dive 
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tipuri de perturbații care pe porţiuni mai restrinse sau mai mari din plasmă 
pot distruge cvasineutralitatea ei electrică. Aceste perturbații sint sursa 
cimpurilor electrice interioare din plasmă. 

Vom analiza un caz simplu de perturbaţie plană în care un anumit 
număr n de particule din unitatea de volum, încărcate cu sarcini de un 
anumit semn sînt separate, pe distanța y, de particulele de semn con: 
trar. Admiţind că toate particulele poartă sarcina elementară e (e = 
1,6021892 - 10-1? C), cîmpul electrice creat va fi dat de ecuaţia Poisson 


VE = ne| sọ. În aproximaţia plană, această ecuaţie se va putea scrie sub 
forma 


tykj 20 z 
şi găsim 
poa li) > (6.11.1) 
E0 


respectiv, pentru potențialul electric e 
e = By = Sp (6.11.2) 
Eo > 


Atunċi, pentru o perturbaţie în care y = 1 mm, produsă într-o plasmă 
de hidrogen aflată la P = 1 torr, care conține n = 7 + 10% particule/m?, 
cîmpul electric creat are valoarea E = 100V /m (respectiv e = 10V). 
La, valori aşa de mari corespund pentru sistemul de sarcini din perturbaţie, 
energii potenţiale nep foarte mari, ceea ce înseamnă, că de fapt, în plasmă 
pot interveni doar perturbații de dimensiuni mic. De notat că sub o 
anumită dimensiune y = ro, aceste perturbații apar chiar foarte frecvent, 
fiind determinate de agitaţiile termice. din plasmă. Această dimensiune 
caracteristică rp se numeşte rază Debye.  Impunind condiţia ca energia 
corespunzătoare unei astfel de perturbații să fie de ordinul de mărime al 
energiei de agitaţie termică, adică 


eg = ne r} = kT(k — constanta lui Boltzmann) (6.11.3) 


deci 


; oi pă kT \112 
Tp = ( Eo = ) : | (6.11.4) 
-ne i f 


Se constată că, funcție de valorile razei Debye, se pot distinge diverse 
tipuri de plasmă. Astfel, plasma se numeşte ideală (şi are o comportare 


+ De fapt, un gaz ionizat poate fi considerat plasmă numai dacă rp este mic în comparaţie 
cu dimensiunile geometrice ale incintei în care acesta se găseşte. 
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termodinamică similară cu j ; i 
sa à ră cu a gazelor ideale) atunci ci î vE 
condiția 8 ) cînd este îndeplinită 


ep & kT. (6.11.5) 
Presupunind perturbații de formă sferică, în care distanța r dintre parti- 
cule variază invers proporțional cu densitatea volumică a numărului de 
particule (r ~ n1)și admiţind că e(r) ~ 1/r = n?i, cu (6.11.4), condiţia 
(6.11.5) se mai poate scrie sub forma 


mn > i1. (6.11.6) 


Odată cu creşterea numărului dé particule n, această condiție nu 
va mai fi satisfăcută, iar comportarea termodinamică a plasmei se înde- 
părtează de a unui gaz ideal. Se poate distinge o plasmă cu comportare 
hidrodinamică (asemănătoare comportării lichidelor) și chiar o metalizare 
a plasmei (plasma din structurile cristaline metalice sau semiconductoare). 
Peste o anumită valoare a lui n, între particule încep să apară interacțiuni 
de natură cuantică (interacţiunile de schimb), plasma devenind o plasmă 
cuantică (fig. 6.11.1). 

Schimbări în comportarea plasmei apar o dată cu creşterea, tempera- 
turii T. Pentru plasme foarte fierbinţi (cum sînt cele întilnite în cazul 
reacţiilor nucleare) intervin efecte relativiste şi se vorbeşte de o plasmă 
relativistă. Fireşte, fiecare tip de plasmă presupune un studiu teoretic 
(şi practic) adecvat. 

£ 


— 


— 
—— 


— = 


isti j ; de ionizare +, care 
Un parametru caracteristic plasmei este gradul ei i 
exprimă sista] dintre numărul de ioni și cel de molecule neutre, ae 
în plasmă în condiţii de echilibru termic. Gradul de ionizare % > ASN 
mină din studiul proceselor care au loc la nivel miorosoopie sì a 2 az 
joni i 1, pentru 0 ionizare ter p l X 
ea de ionizare a plasmei. Astfel, 3 r 
pri de echilibru, Vor interveni un număr egal de pacea ONS Ş 
de recombinare (cu formare de particule neutre), în aşa te 


Cr catia (23) $ (6.11.1) 
(2 la dt / recomb N 
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Dacă notăm cu n, numărul inițial de molecule neutre, din unitatea 
de volum, atunci la temperatura de echilibru T în plasma vor exista ` 
n” = ön, electroni liberi, nt = æn ioni pozitivi şi m = (1 — æm molecule 
neutre, care: vor determina o presiune cinetică 


p(T) = (n + nt HAAT = (1 +4 ank T (6.11.8) 


Pentru un proceş particular, în care ionizarea este produsă prin ciocniri 
cu electronii, contorm schemei 


m HE snt +26 (6.11.9) 


vitezele de ionizare şi de recombinare sint determinate, potrivit legii acţiunii 
maselor, de concentraţia participanţilor la mecanism și deci putem 
serie | 


di r ecomb 


dn)  _ a CR a mnz.  (6.11.10 
( J Da om (G) gand, (611.10) 


Din (6.11.7) rezultă 


ai E T | aii 
Erra e ari, 


sau ţinind cont de (6.11.8) 


Ra p(T) = F(T). ; (6.11.12) 


Se vede că între cele două funcții de temperatură există relația 
F(T) = kTQ(T). Din considerente cuantice, pentru funcţia G(T) se obţine 
expresia Lo 


2M ET 


32 _Wi Peay , 
h ) eT = gT 3 (6.11.13) 


G(T) =( 


T) reprezintă aşa numita densitate de stări cuantice, iar W, energia 
poera Re din plasmă. Atunci, cu această expresie, (6.11.12) 
devine ` ; ; 

` r 


g ep) sa (2e) (bT e T. (6.11.14) 
L= : 
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4 Creşterea. gradului de ioni zare cu scăderea presiunii p(T) explică 
e ce plasmele reci (din ionosteră sau din descărcările electrice în gaze 
rarefiate) sînt practic total ionizate. 


6.11.2. OSCILAȚII ŞI UNDE ÎN PLASMĂ 


. Într-o plasmă se pot genera multiple forme de oscilaţii, funcție de 
natura perturbaţiilor ce intervin (perturbații de natură elastică, electrică 
sau electromagnetică). Se constată că aceste oscilaţii se propagă în plasmă 
sub formă de unde. 

Plasma fiind un mediu fluid, continuu la nivel macroscopic, va 
putea fi descrisă prin legi similare celor întilnite în studiul mediilor con- 
tinue (vezi cap. II). În acest studiu însă, va trebui să ţinem seama și 
de prezenţa interacțiunilor de tip electromagnetic, a căror rol este insemnat 
datorită prezenţei purtătorilor microscopici de sarcină electrică în plasmă. 
Se poate construi atit o teorie microscopică (statistică) a fenomenelor din 
plasmă, cît şi o teorie macroscopică. Ultima, este cunoscută sub denumirea 
de magnetohidrodinamică. și constituie un capitol relativ nou al fizicii, 
care a cunoscut o dezvoltare spectaculoasă în ultimele decenii. Magneto- 
hidrodinamica, se bazează pe un sistem de ecuaţii fundamentale (ecuaţiile 
magnetohidrodinamicii), în care se reunese ecuaţiile lui Maxwell cu ecuaţia 
lui Navier-Stokes (2.4.19) şi cu ecuaţia masică de continuitate (2.4.22). 
Vom serie aceste ecuaţii sub forma t 


` aD 
pup i IE a 
AE ES „0 
atman je (6.11.15) 
E0 
: Ô Pm 
pa ata tgp LUX Bi rE V(PmY)=0 
ţa dm 
em a AA 


. . A i i ? RL se E 
şi vom analiza, cu ajutorul lor, cîteva procese ondulatorii care se po 


naște în plasmă. : a | N 
i întîi šm că pentru cazul regimului staționar (pla 
Mai intii A aaa e cent electromagnetic constant în timp) 


în echilibru termodinamic şi în cîmp 
eraile magnetohidrodinamicii (6.11.15) se reduc la forma 


ai ALEE v (J x B) (61116) 
7xH=3; VB=0; VE = = i me: Vp = | 
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Ultima, dintre aceste ecuaţii, descrie comportarea plasmei într-un cîmp 
magnetic omogen (B = const.). Se vede că această ecuaţie poate fi trans- 


formată astfel 


99 =3xB= Î(VxB)xB= VB? 
Ho 20 
sau 
2 
far e 
2u0 
respectiv 
B? 3 r, 
p + = P, = const. (6.11.17) 
2po 


Această lege exprimă faptul că într-o plasmă aflată în condiţii de echilibru 
termodinamic în cîmpuri magnetice constante în timp, suma presiunilor 
2 


statice p şi a celor magnetice Ps = = este constantă în timp. 
4 Ho : 

Pe baza acestui rezultat se explică fenomenul de izolare magnetică 
a unei plasme de pereţii incintei, fenomen deosebit de important pentru 
plasmele fierbinți întilnite în cazul reacţiilor termonucleare, care au tem- 
peraturi de 10% + 105K, mult mai ridicate decât temperaturile de topire ale 
materialelor solide. Prin aplicarea unui cîmp magnetic B puternic la, peri- 
feria incintei, pp creşte şi în conformitate cu (6.11.17), plasma se va com- 
prima în centrul incintei (unde presiunea p este mai scăzută). 

Pentru oscilaţiile produse de perturbațiile electrice (abateri de la 
cvasineutralitatea electrică a plasmei), studiul bazat pe ecuaţiile (6.11.15) 
este în general destul de complex. Fiind vorba de un mediu fluid, ne aştep- 
tăm ca aceste perturbații să creeze unde logitudinale şi de aceea, ne vom 
limita la cazul particular al unor unde plane. Să presupunem că iniţial 
este vorba de o perturbaţie plană în care no electroni din unitatea de volum 
a plasmei s-au deplasat pe distanţa y. Sub acţiunea cimpului electric 
creat (vezi 6.11.1), acești electroni se vor mişca conform ecua iei 


a - 
mpi = =B = — gr (6.11.18) 
E0 
Prin integrare găsim j 
y(i) = oo (6.11.19) 
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22 — c. 111 


unde 


E o e 
; pag a (6.11.20) 


reprezintă o pulsaţie proprie de oscilație a electronilor din plasmă. S-a 
constatat că aceste oscilaţii, la care participă numai electronii, se propagă 
sub formă de unde (numite unde Langmuir), cu viteza de fază, 


O TRETA (6.11.21) 


La frecvențe mici, această viteză de propagare este influențată şi de către 
variațiile de presiune din plasmă, unda devenind o undă electronoacustică. 
Plasma fiind un mediu fluid, ar trebui ca în ea să se poată propaga 
numai unde longitudinale. S-a constatat însă că în prezența unui cimp 
magnetic, în plasmă pot lua naştere şi unde transversale — cunoscute sub 
numele de unde magnetohidrodinamice sau unde Alfvèn. Pentru a înțelege 
modul de propagare a acestor unde, să presupunem că într-un anumit loc din 
plasmă s-a creat o perturbaţie electrică în 
care electronii liberi au fost deplasați cu 
viteza u, perpendicular pe direcţia cimpului 
B, dela starea lor de echilibru (fig. 6.11.2). 
Atunci, sub acţiunea forței Lorentz li 
—e(u x B) se va crea un cîmp electric E(eE= 
—e(u x B), deci E=u x B), care va genera un 
curent electric în plasmă de densitate J. 
Asupra acestui curent va acţiona cîmpul 
magnetic cu forţa dF=J xBdY, care va 
frina mişcarea iniţială a plasmei. Dar” zonele 
“vecine perturbaţiei iniţiale din plasmă 
„vor fi antrenate într-o mișcare similară 
x şi se vor obţine astfel vibrații perpen- 
diculare pe direcția lui B. Pentru a 
demonstra că aceste vibrații se propasă 
Z sub formă de unde, vom presupune cazul 


Fig. 6.11.2 particular al unei plasme incompresibile 


(densitatea masică pm = const., şi vom par- 
ticulariza ecuaţiile (6.11.15) pentru E = const. în timp. Din primele două 
ecuații, prin eliminarea lui H se obţine 


pa. 


y----- 


ôd 
AE = Mo i ` (6.11.22) 
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iar din ecuaţia Navier-Stok liji a in i 
per i es, neglijind termenul (— Vp) din membrul 


fae =J xB. (6.11.23) 


Această ultimă ecuație se poate scrie, pentru geometria particulară pre- 
zentată în fig. 6.11.2, sub forma 


Pm Mat, B, * (6.11.24) 
ôt 
Dar 
B, = — uB, (6.11.25) 
aşa încît 
pp Pierde l (6.11.26) 
B, ôt : 


Introducînd acest rezultat în (6.11.22) obținem 


ME, _ Pmto E: o; 


T edra) 


Ea descrie un proces ondulatoriu (este o ecudţie de tip undă) care 
se propagă cu viteza 
B y 


: (6.11.28) 
V em to 


D= 


Revenind la problema generală a propagării undelor în plasmă, să 
analizăm în continuare procesul propagării unei unde electromagnetice 
monocromatice într-o plasmă, aflată în condiţii de echilibru termodina- 
mic. Fie - i fa 

B= Bi (6.11.29) 


cîmpul electric al undei. Acesta va antrena electronii liberi din plasmă 
într-o mişcare de oscilație, guvernată de legea 


mi = Ee. 5i (6.11.30) 
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Prin integrare, rezultă 


Ve m ee (6.11.31) 


respectiv, inducerea unor curenți de densitate 


ne? 


J = nev = — iù E = oE. (6.11.32) 


MW? 
4 
De notat că în acest proces, coeficientul de conductibilitate electrică c 
este o mărime imaginară. 
Pentru a caracteriza plasma din punct de vedere al propagării undei 


electromagnetice, vom folosi rezultatul (6.11.32) în a doua ecuaţie (6.11.15). 
Obţinem 


ds ep sio) E 


. y XH = iosE. (6.11.33) 


2 2 
ZE (1 = ) 2 | = (>) | (6.11.34) 
comp? o 


e a 3 
reprezintă constanta dielectrică a plasmei. În acest caz, viteza de propa- 
. gare a undei electromagnetice în plasmă va fi dată de expresia 


Mărimea 


Aiue ee e e e ee (6.11.35) 


şi se vede că în plasmă se vor propagă numai undele cu e tei În 
domeniul o < op Viteza undei devine imaginară; ceea ce înseamn S ea 
se va amortiza rapid la pătrunderea in plasmă. Se poate demonstra că 
amplitudinea undei scade de e ori la distanța 


EA o (6.11.36) 
aa i-( 2) 


ARSI. > Si 3 
care va juca rol de „adincime skin” (vezi $ 6.10.5). 
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ti m ultima vreme, studiul plasmei este strîns legat de aplicațiile prac- 
ice ale ei în diverse domenii, ca surse de lumină cu plasmă, generatoare 
magnetohidrodinamice (MHD), reacții termonucleare, topirea metalelor 


şi aliajelor în plasmă şi chiar realizarea 
unor motoare cu reacţie cu plasmă. În 
generatoarele MHD, care transformă 
direct în energie electrică energia termică 
(cu randamente mult superioare mași- 
nilor termice), plasma fierbinte se 
injectează cu viteze mari [(1 = 3)10%m/s] 
între două armături metalice colec- Vy 
toare (fig. 6.11.3), unde acționează un J 
cìmp magnetic B orientat perpen- 

dicular pe direcția de curgere a plasmei. 


Sub acțiunea forței Lorentz (F=ev x B) Fig. 6.11.3 
purtătorii de sarcină pozitivă se vor separa 

de cei de sarcină negativă şi vor fi colectaţi de către cele două armături. 
Va apare astfel o tensiune electrică U, care pentru v = 2 : 10% m/s, 
B=2 T şi d= 10 em, atinge valoarea de 400. volţi. 


Capitolul VII 


Elemente de optică 


$ 71. INTRODUCERE 


Optica, este unul dintre cele mai vechi capitole ale fizicii. Ea studiază 
fenomenele produse de undele luminoase, adică de acele unde care impre- 
sionează şi ochiul uman, producînd senzaţii vizuale. Astăzi se ştie că undele 
luminoase fac parte din gama undelor electromagnetice, ocupind o por- 
tiune relativ restrinsă din spectrul acestor unde, cuprinsă între lungimile 


3 


“de undă 1, = 0,39 um şi Aa = 0,75 um (fig. 7.1.1.). De notat că după desco- 


= -10 
0* 0! 10? gé o? mnm àm) 


radi : į raze 
ae 19| microunde | i-r v| uv roz 
(hertziene) | | 
10 10 10% 10% 0” > (Hz) 


perirea, radiaţiilor infraroşii cu A (0,75; 1,2 um) şi a celor ultraviolete 
cu à €(0,1; 0,39 um) şi după ce s-a constatat că aceste radiaţii au pro- 
prietăţi şi produc fenomene asemănătoare cu ale celor luminoase, optica 
şi-a extins domeniul ei de investigaţie şi asupra acestor radiaţii. 
Primul capitol constituit al opticii — optica geometrică — s-a dezvoltat 
în strînsă legătură cu problema obţinerii unor imagini ale obiectelor cu ajuto- 
rul razelor de lumină care străbat diverse medii optice. Această pilonii de 
mare interes practic, a putut fi rezolvată efectiv pe baza ipotezei propas ìi 
rectilinii a luminii în medii materiale omogene, a legilor naenin refrac- 
ției şi a independenţei fasciculelor de lumină (fasciculele de ue Ba g 
influențează reciproc, efectele luminoase produse la suprapunerea or îi a 
cumulative). Astăzi se ştie că la baza ipotezei privind panoa Sin 
linie a luminii stă noțiunea de rază de lumină (vezi şi $ A es 
această noţiune este valabilă numai în aproximaţia A—>0. Radiațiile lu 
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noase, avind A 0, produc şi o serie de fenomene specific ondulatorii cum 
sint : interferența, difracția, dispersia, polarizarea, efectul Doppler. ete., 
iar de prezenţa acestora trebuie să se ţină seama și în problema, obţinerii 
de imagini optice. 

Studiul fenomenelor specific ondulatorii produse de lumină a con- 
dus la constituirea unui alt capitol al opticii — optica ondulatorie. Acest 
capitol a cunoscut o dezvoltare deosebită după ce a fost dovedită natura 
electromagnetică a undelor luminoase. 

| Începînd cu anul 1900, în studiul radiațiilor luminoase în particular 
şi a celor electromagnetice în general, a fost introdus conceptul de cuantă 
de radiaţie şi apoi cel de foton, care au constituit momente de salt în 
studiul fenomenelor produse de lumină. A fost pusă în evidenţă comporta- 
rea duală, corpuscular-ondulatorie, a luminii în toate procesele de inte- 
racţiune cu substanța, dezvoltindu-se astfel capitolul — optica fotonică — 
cu impact deosebit asupra teoriilor cuantice. Dualismul undă-corpuscul 
s-a regăsit în comportarea mieroparticulelor (a electronilor, protonilor, 
neutronilor etc.), aşa încît în optică s-a conturat un nou capitol — opti- 
ca electronică —, aflat în prezent în plină dezvoltare. 

Se poate remarca din cele de mai sus că fenomenele luminoase sînt, 
în general, fenomene complexe în care aspectul cel mai pregnant de care 
trebuie să se ţină cont în studiul lor este comportarea duală, corpuscular- 
ondulatorie a luminii. 

Studiul acestor fenomene se poate face însă în cadrul unor modele - 
particulare care iau în consideraţie fie numai comportarea ondulatorie, 
fie numai cea corpusculară. În prezentul capitol se va expune studiul unor 
fenomene luminoase în cadrul teoriei ondulatorii (electromagnetice) a 
luminii şi se va particulariza apoi acest studiu pentru cazul opticii geome- 
trice. - 


§ 7.2. CARACTERISTICI ENERGETICE ALE RADIAȚIILOR 
LUMINOASE. FOTOMETRIE ȘI MĂSURĂTORI 
FOTOMETRICE 


În capitolul II s-a arătat că mediul material prin care se propagă 
unda are o anumită energie legată de undele respective, energie care se 
asociază mişcărilor pe care unda le determină în respectivul mediu. Cum . 
"aceste mişcări se propagă din aproape în aproape prin intermediul inte- 
raeţiunilor din mediu, putem spune că şi energia aferentă lor se „transteră” 
dintr-o parte în alta a mediului, odată cu propagarea undelor. Această 
energie se numeşte energie a undelor. 

În cazul undelor electromagnetice energia unei unde se poate. descrie 
prin intermediul vectorului Poynting 


S, = EXH (7.2.1) 
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care, aşa cum s-a menţionat în $ 6.3; reprezintă fluxul de energie electro- 
magnetică pe unitatea de arie și marchează în același timp atit direcția 
cit şi sensul de propagare a acestui flux. 

ntr-un context mai general, s-ar putea spune că prin intermediul 
undelor, variațiile în timp ale stării energetice ale sursei de unde sînt 
transmise din aproape în aproape unui receptor și înregistrate prin variații 
corespunzătoare ale stării energetice a acestuia. Se realizează astfel o 
legătură între sursă şi receptor, în care unda joacă rol de semnal purtă- 
tor de „mesaj energetic”. De regulă, transmiterea acestui semnal presu- 
pune o anumită codificare la emisie (modularea prin reflexia luminii pe 
un anumit corp, de exemplu) şi o decodificare la receptor (obţinerea ima- 
ginii corpului respectiv) aşa încît întregul proces poate fi descris în cadrul 
unui limbaj mai general al teoriei informaţiei. Într-un astfel de cadru este 
avantajos și util să descriem caracteristicile semnalului (deci ale undelor) 
în funcţie de cele ale receptorului sau ale sursei. Dar înainte de a arăta 
cum se poate face această descriere, să remarcăm că și în cazul undelor 
electromagnetice intervin modificări energetice ale mediului material prin 
care se propagă undele. Aceste modificări se datoresc interacțiunii cimpului 
electromagnetic al undelor cu respectivul mediu material şi pot fi descrise 
prin intermediul densităţii volumice de energie electromagnetică wzg. S-a 
văzut că pentru medii nedisipative, această mărime este legată de vectorul 
lui Poynting $, prin ecuaţia de continuitate (6.3.20). 


Ss + VSp= 0 (7.2.2) 


care exprimă, într-o formă locală, legea conservării energiei în procesul de 
transfer din aproape în aproape a interacțiunilor. electromagnetice. 

În cazul unei unde electromagnetice plane, printr-un raţionament 
analog celui care a condus la definirea vectorului lui Umov U(t) = w(t) - e 
(vezi cap. II) se obține relația 


S„(t) = weglt) : v (7.2.3.) 


v reprezentînd aici vectorul viteză de propagare a undei. În Son Serile 
s-a, regăsit relaţia care leagă mărimea de stare wzg, de mărimea e pro 5 
Sp (ultima, descriind procesul de transfer a energiei glatâpea. proppen 
undei de la sursă la receptor), relație care înlătură orice con uzie z ra pae: 
nificaţia energiei ca mărime de stare şi semnificaţia lui S», care ese 

es de propagare. 
Pe ri miri monocromatice plane de forma 


E = Esinlot — k: r); H= Hsin(ot — K: r) (7.2.4) 
ui Poynting (7.2.1) este dată de relaţia 
(1.2.5) 


valoarea instantanee a vectorul 


Sit) = E, x Hsin? (ot — K r). 


344 


A Se numeşte veotor intensitate energetică a undei, media în timp a 
vectorului Sp(t), adică mărimea fizică definită prin relația 


i) g: 
I= (52) = Exh] sint(cot =É. rr) = E, x Hy. (7.2.6) 
0 


Ținind cont de (6.10.26) şi de legătura dintre H, şi Ep, expresia (7.2.6) 
poate fi rescrisă sub forma 


1 1 tai Vie: 
I = -z (Eo x H,) = As, x B (E, X 5) -4+ |E |e (7.2.7) 
unde s-au folosit notațiile 
|E |= Eš- E; e=- ; (7.2.8) 

k fiind vectorul de undă. În sfirșit, cu (6.10.38) se obține 

4 
I, = —— |Elo2k - (7.2.9) 
2uw ; 


Modulul vectorului I, se va numi intensitatea energetică a undei 


E E E Sa (1.2.10) 
` 2uv 


iar exprimarea acestei intensități prin intermediul intensității cimpului 
electric E ţine seama de faptul că majoritatea fenomenelor optice (senzaţia 
vizuală, efectul fotochimic, efectul fotoelectric etc.) sînt determinate de 
componenta electrică a cîmpului electromagnetic al undei. De aceea, vec- 
torul E se mai numește şi vector optic sau vector luminos. 

De notat că intensitatea energetică a undei exprimă fluxul energetic 
transportat de undă prin unitatea de arie orientată normal la direcția de 
propagare a undei. Deci ; 


EE tată, (7.2.11) 
l S dt N 


Consideraţiile făcute mai sus, pentru unde monocromatice plane, 
pot fi extinse și asupra unor cazuri mai generale în care intervin fascicule 
nemonocromatice de diverse forme geometrice. De exemplu, pentru undele 
sferice descrise prin ecuaţii de forma (6.10.51), avînd în vedere faptul că 
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fluxul energetic ce străbat j j 
> ce străbate aria d$, situată la distant i 
1.2.1, a) este dat de expresia er Adam n al Da 


E E H e i 
d, =S) dS = E x fu A sin?(wt — k- r)a) dg cosð = 
TN, T Jo 
pasl dS cos? 
=E, x Be] = A0 (7.2.12) 


(Il, 


a) b) c) 
Figs 7.2.1 


- unde dO reprezintă elementul de unghi solid sub care se observă elementul 
de suprafaţă dS din sursa punetiformă 0. Deci 


dọ, 
aQ 


Astfel definită, intensitatea energetică a undei va putea fi folosită în carac- 
terizarea energetică atit a surselor punctiforme, cît şi a receptoarelor de 
radiaţie, respectiv a suprafețelor străbătute de lumină (fig. 7.2.1., b şie)- 

În cazul radiaţiilor nemonocromatice se defineşte fluxul energetie 


spectral 0,, prin expresia 


aori ; d 
TIER Sa sau Ð, = anae (7.2.14) 
fe dA | A dY ) 
respectiv intensitatea spectrală 
Le = d (7.2.15) 


istribuție unghiulară neuniformă a intensității 


De asemenea, pentru o d | i 
ef nghiul solid, 


surselor, se definește o intensitate energetică medie pe u 
prin expresia A | 
ea Benka CEO NAG 
ay = 2 =A KOKOL (7.3.16) 

"47 dm \ Jo 
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asi îi Cere insă că aceste mărimi, numite și mărimi fotometrice, nu 
e iciente pentru caracterizarea completă, a tuturor surselor şi recep- 
care or de energie radiantă. De aceea, pentru caracterizarea din punct de 
KE “rea ; i i ; cs, 2 pre 
vedere energetic a surselor extinse s-au mai definit următoarele mărimi 
fotometrice : 
Luminanţa energetică IL, care exprimă fluxul emis de unitatea de 
arie a sursei în unitate de unghi solid pe direcţia normală la suprafața, 
acesteia, (fig. 7.2:2) A 


d’®, 


Dd cLa (7.2.18) 
AS - dQeosd 


e 


Experiența arată că în general luminanța surselor depinde de unghiul 6 
sub care esţe emis fluxul luminos față de normala la suprafața sursei. 
Dacă pentru o sursă extinsă dată, este îndeplinită condiţia L. = const. 
se spune că această sursă este „de tip Lambert”. Pentru o sursă de tip 
Lambert, de arie S, se poate scrie 


5 27 T/2 
© =$ L S do cos0 = 1.56 ași sin 9cos 0 d0 = zL, S. (7.2.19) 
(9) 


e 
0 0 


Emitamţa energetică M, (sau radianta Re, respectiv puterea de emisie 
a sursei) : exprimă fluxul radiant emis în unghiul solid 2m, de către uni- 
tatea de arie a sursei 
KoD) 7c/2 
M ar — 27 L,sin0- cos- d0 = 7L, (7.2.20) 
E i: 
ultima egalitate fiind valabilă numai pentru sursele de tip Lambert. 


Iluminarea energetică H, exprimă gradul de iluminare a suprafeţei 
receptorului de radiaţie şi se defineşte prin fluxul de radiaţie incidentă 


Fig. 7.2.3 


pe i (7.2.21) 


Pentru receptoare iluminate de surse punctiforme, se vede (fig. 7.2.1, a) 
că putem scrie 


di 1,00 _ T, cosð 


a an 
das ds p2 (7.2.22) 


iar pentru sursele extinse (fig. 7.2.3) 


dE, am S cos, pi (L.cos 9; -d8;) 
r 


cos0, = Lucos02 + dQ, 
x 


deci 
nA La eoss- ET E P (7.2.22) 
Aici prin È s-a desemnat! un factor geometric care reprezintă proiecția 


pe planul de iluminare a ariei delimitată. de fasciculul luminos ce vine de 
la sursa, pe suprafața unei sfere de rază R = 1 (fig. 7.2.4). Valoarea lui E 


VIALA. 725 s 


UNID 


Fig. 7.2.5 


se poate obține uşor pentru cîteva cazuri particulare, de interes practic. 


Astfel, dacă sursa este de arie foarte mare în comparație cu aria receptoru- 
lui, atunci È = TR? =7 şi deci 
B; = The (7.2.23) 


him i iuni limi te cazul unei surse 
imb, pentru sursa de dimensiuni limitate, cum este e 
re de EN unui disc circular, situat la o anumită distanță faţă de 


suprafața iluminată (fig. 7.2.5), de arie foarte mică, se va obţine 


zeră JX 
Z = zr”? = n(R sinh) = nsin? ð = -> a ata AV 
: 1 Ta (=) 
y 
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deci 


9r 
z mp2 L 1 
D= m E Le stai 0e 


r 2 L -4 = To 


d ză d sa nlr = 1 
unde s-au folosit notaţiile E = —=— ; K = 


ro F 1+(2) 
E 


Rezultatul (7.2.24) ne arată că în calcularea iluminării create de sur- 
sele extinse, ale căror dimensiuni sînt mai mici decît a cincea parte din 


: 3 1 S 
distanța sursă-receptor | rọ < — ” |, sursele se pot presupune cafiind punc- 
5 


tiforme, întrucît în aceste cazuri iluminarea creată de sursa extinsă repre- 
zintă peste 99% din iluminarea pe care ar crea-o sursă punctiformă (E, = 
= 99% Eo). 

De remarcat că relațiile (7.2.22) şi (7.2.23) stabilesc o legătură între 
caracteristicile energetice ale sursei şi ale receptorului de radiaţie. În forma 
prezentată mai sus, această legătură nu ţine seama de efectele perturba- 
toare ale mediului prin care se propagă radiaţia (adică de fenomenele de 
dispersie, difuzie, absorbţie, interferenţă, polarizare, reflexie ete., a unde- 
lor). Dar chiar şi în această aproximaţie, relaţiile (7.2.22) şi (7.2.23) ne 
arată eă există posibilitatea descrierii caracteristicilor energetice ale recep- 
toarelor de radiaţie funcţie de cele ale surselor. O descriere energetică com- 
pletă (inclusiv a structurii spectrale) se poate însă face numai pentru 
sursele de radiaţie termică, adică pentru acele surse care emit radiaţii 
luminoase prin încălzire. Această constatare se bazează pe faptul că radia- 
ţia termică este o radiaţie electromagnetică, de echilibru termic (închisă 
într-o incintă adiabatică, o astfel de radiaţie realizează transferul de ener- 
gie între toate corpurile din incintă, aducîndu-le pe toate la aceeaşi tem- 
peratură de echilibru T caracteristică și radiaţiei din incintă)şi numai pentru 
o astfel de radiaţie, distribuţia energetică pe frecvenţe se face în con- 
formitate cu legile termodinamicii și ale fizicii statistice. Există însă şi 
surse care emit radiaţii luminoase de neechilibru, cum sînt sursele lumt- 
niscente (fluorescente şi fosforescente), a căror caracterizare energetică se 
face altfel decît cea expusă mai jos. 

Experiența arată că pentru sursele de radiaţii termice este valabilă 
aşa numita lege a lui Kirchhoff, care stabileşte că un corp cu putere de 
emisie ridicată posedă şi o putere mare de absorbţie a radiaţiei respective. 
Definind prin 


Trad M ; l 
Tola) = 7.2.25 
| af Jeg Ea) 
puterea spectrală de emisie și prin 
Ă ot 3 | 
azi) = e 7.2.26 
(A) MY ( ) 
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puterea spectrală de absorbție (Di 
cel absorbit de corp) 
acestor mărimi nu depi 
peratura lui T şi de lungimea de undă A a radiației. Deci 
Dad) 
ar( à) 


pie ( şi 02 fiind fluxurile spectrale incidente şi 
, atunci legea lui Kirchhoff stabileşte că raportul 
nde de tipul și natura corpului, ci numai de tem- 


= f(T; A). (7.2.27) 


S-a definit drept corp absolut negru, corpul care absoarbe integral 
toate radiațiile ce cad pe el, adică corpul pentru care 


ap =( ON =1. (7.2.28) 


(9) 


În natură nu există corpuri absolui negre, ci numai corpuri pentru 
care a S l, numite şi „corpuri cenușii”. Se poate realiza însă un sistem 
care să absoarbă total radiaţia termică; ce cade. pe el. De exemplu, se 
constată că o incintă cu pereţii absorbanţi, prevăzută cu un orificiu O 
(fig. 7.2.6, a), absoarbe integral radiaţia ce pătrunde prin respectivul ori- 
ficiu, ca urmare a reflexiilor interioare multiple, însoţite de absorbţie. 
Prin urmare, orificiul incintei capătă în acest caz, proprietăţile unui corp 
absolut negru pentru că el va absorbi, respectiv va emite, toate radiaţiile 
cu ìe (0, co). Distribuţia energiei pe aceste radiaţii cu lungimi de undă 
diferite adică dependenţa 


ră) = fO, T) (7.2.29) 


eN (A) 


a) l b) 


Fig. 7.2.6 


este o curbă de forma celei prezentate în fig. 7.2.6, b, cu un maxim a cărui 
iți inde de temperatura T a surse. `. sanii i 
poziție, ann [43], că ca de distribuţie a energiei pe unde de diva uz: 
imi de undă à a fost obţinută de către Max Planck, în anul H Li Sea 
E otezei emisiei şi absorbției discontinue, sub. formă de cuan e de g 
(e = hy) a radiațiilor termice. Această lege este de forma 


rX(A) = OLA TELAT A (7.2.30) 
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C, şi O, fiind două constante, legate de constanta lui Planck h şi de alte 


constante universale. În acest caz 


RY =Í TXOA) dA = oTt = 5,6697 + 10-78. e ) (7.3.81) 
0 m2.+ K4 
relaţie care exprimă legea Stefan- Boltzmann, iar 
Amaz * IL = = 2,8978 * 107m: K (7.2.32) 


relație care exprimă legea de deplasare Wien. 


În felul acesta, se obține o descriere energetică completă (integrală şi 
spectrală), atît a surselor cît și a receptoarelor de radiaţie termică, cu 
condiţia ca acestea să aibă calităţile de corpuri absolut negre. 

Dar, în general, suprafețele emițătoare ca şi cele receptoare de radia- 
ţie termică nu posedă astfel de calități. De aceea, pentru aceste suprafețe 
se defineşte o mărime 

; Tol) 
Erla) = —— 7.2.23 
(2) = A) sia ( ) 


denumită capacitate spectrală de emisie a corpului respectiv care, așa cum 

se vede, raportează puterea spectrală de emisie a corpului respectiv la 

puterea de emisie a corpului absolut negru. Dacă se admite că structura 

spectrală a radiaţiei emisă de către corpul respectiy .la o temperatură T 

este aceeaşi sau foarte apropiată de a unui corp absolut negru, aflat de 

asemenea la; temperatura T (adică: fUL, Daf, atunci din - 
(7.2.21) rezultă si di, 


aa ara a E a a ti 
crt) = o G) (7.2.34) 


adică puterea de emisie spectrală a unui corp este egală cu puterea lui 
de absorbție la aceeaşi temperatură T. De notat că egalitatea (7.2.34) 
reprezintă o altă formă de exprimare a legii lui Kirchhoff. Faptul însă că 
mărimile ep(A) şi ap(A) posedă valori diferite în diverse domenii ale spec- 
trului radiaţiilor luminoase poate constitui de multe ori un avantaj pentru 
receptoarele de radiaţii termice. Dacă, de exemplu, pentru un receptor 
ap(2) are valori ridicate în domeniul vizibil, iar ep(à) are valori mici în do- 
meniul infraroșu al spectrului, atunci un astfel de receptor va îi o adevă- 
rată, „„capeană de energie solară”, pentru că el va absorbi o cantitate mai 
mare de energie (din domeniul vizibil al spectrului solar) decît energia pe 
care o va emite (emisie care se face în intraroşu, pentru temperaturi de 
ordinul a 400 K). De exemplu, carbura de hafniu (HiC) are: srl à) =01— 
0,2 pentru A = 4—10 um și &r(A)=0,75, pentru domeniul vizibil (a/s= 
4,5), în cazul aluminiului metalie ël A) = 0,027 în intraroşu, tar arl A)= 
= 0,387 pentru domeniul vizibil (a/s = 14,3). 3 


351 


Folosirea unor astfe ; ec i 

oferă posibilitatea miau) rii e Pai ta e nf rigla 
în instalaţii de încălzit. De altfel pe principiul „capcanei mian dl 
ționează deja o serie de receptoare de duehgie la, pri pal pa nisa 
cosmice și se întrevăd perspective reale pentru construirea dist staţii 
termo-electrice terestre, eficiente din punct de vedere economic. De e 
plu, pentru un receptor de rădiaţie solară (Soarele putind fi considerat ca 
un corp absolut negru), de arie S şi a|e > 1, pe care cade fluxul de energie 
O, adunat de un concentrator de radiaţii de arie S, se va stabili o tempera- 
tură de echilibru, dată de condiţia i 


DS, = a oT*8. (1.2.35) 
Deci 
T see. 
( ae (1.2.36) 


Calculele numerice dau o valoare T ~ 650 K, pentru un receptor cu 
aļe =8 şi un concentrator cu 8,8 = 4, pe care cade fluxul p, =1 kW/m?, 
temperatură suficient de ridicată pentru a obţine aburi care să propulseze 
turbina electrică. Desigur, rezolvarea practică a unei astfel de probleme 
este condiţionată de realizarea unor materiale adecvate, materiale cu a [e 
de valori ridicate pentru radiaţia solară, obţinute la preţuri convenabile. 

: Revenind la problema generală a stabilirii legăturii energetice 
dintre sursă şi receptorul de radiație, este de remarcat rolul ce revine în 
acest proces mediului material (substanței) prin care se propagă undele. 
El este sediul unor procese ondulatorii (absorbţie, dispersie, polarizare etc.) 
care afectează fluxul energetic transmis P!(2), în aşa fel, încît se poate defini 
un coeficient a(à), de utilizare a radiaţiei de către receptor 


D(A) = alà) D(A). (1.2.37) 


În cazul măsurătorilor fotometrice, energia radiantă absorbită de 
receptor este transformată în altă formă de energie (termică, electrică, 
i ă etc.) şi apoi înregistrată cu ajutorul unei instalaţii 

auxiliare, sub formă de semnal electric. Raportul dintre puterea semnalului 
electric obţinut şi fluxul radiant absorbit de receptor va descrie sensibili- 
tatea receptorului. Există receptoare a Căror sensibilitate variază puţin 
cu lungimea de undă a radiaţiei (receptoare neselective) 


sibile numai pe domenii restrinse din spectrul radiaţiilor luminoase (recep- 


toare selective). Din clasa receptoa 
termice (bolometrele, termocupluri le etc.), 
receptoarele care folosesc efectul fotoelectric, receptoarele î nu 
fotorezistive, luminiscente, fotodiodele, ochiul etc. Acestea se pot u la 
doar pe anumite domenii restrinse ale spectrului radiaţiilor Ceai ca, 
definit, din acest punct de vedere, următoarele cinci domenii: domeniu 
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ultraviolet (à = 0,1 — 0,38 um), domeniull vizibil (A = 0,38 = 0,78 um), 
intraroşul „apropiat (A = 0,78 — 14 um), infraroşul mediu (A = F4+ = 
~= 3um) şi intraroșul îndepărtat (A = 3 = 1000 um). Numai receptoarele 
termice şi fotorezistorii pot fi utilizaţi pentru toate aceste cinci domenii, 
emulsia fotografică este sensibilă numai în 
ultraviolet, vizibil şi intraroşu apropiat, iar 
ochiul numai în vizibil. 

„În ultima vreme, gama receptoarelor de 
radiaţie s-a diversificat; extrem de mult, prin 
utilizarea materialelor semiconductoare şi a 
celor supraconductoare [46], crescînd în ace- 
laşi timp şi sensibilitatea acestora. Dar multă 
vreme, a fost folosit ca receptor în măsu- 
rătorile fotometrice doar ochiul uman şi, de 
aceea, unitățile de măsură ale mărimilor ener- 
getice caracteristice radiaţiilor luminoase au tost definite în funcţie de ca- 
racteristicile (de receptor) ale ochiului uman. Una dintre aceste caracteris- 
tici este sensibilitatea spectrală a ochiului. Ea variază cu lungimea de 
undă a radiației luminoase, fiind maximă la, radiația cu 1, =55504, pentru 
vederea, de zi și la radiaţia cu à = 5000ĂÂ, pentru vederea pe timp de 
noapte. În figura, 7.2.7. este reprezentată grafie dependenţa de lungimea 
de undă a sensibilităţii spectrale K, definită prin raportul 


(1.2.38) 


Aici O, reprezintă fluxul luminos spectral corespunzător radiației cu lun- 
gimea de undă à, care produce o senzaţie vizuală de aceeaşi intensitate ca 
şi fluxul luminos 0. Se ştie că în fotometria optică mărimile fotometrice 
- care descriu tăria senzaţţiei vizuale se raportează la radiaţia cu ^p = 5550 
alegindu-se ca mărime fundamentală intensitatea luminoasă I, exprimată 
în candele (cd). Pentru o sursă punctiformă, fluxul fiind exprimat prin 
relaţia : 


=O 3 (7.2.39) 


va avea ca unitate de măsură lumenul (1 Im = lcd-1 sterad). Experimen- 
tal, s-a demonstrat că unui flux energetic O, de 1 watt corespunzător radia- 
tiei cu A = à îi corespunde fluxul luminos © de 680 Im. De aceea, fluxul 
luminos P poate fi exprimat funcție de fluxul energetic spectral O, prin 


intermediul relaţiei 


da : 
9 = s80f KDa, AA (7.2.40) 
A - 


M Și Az fiind lungimile de undă care delimitează domeniul vizibil. 
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23 — c, 111 


În mod analog se vor putea, defini şi alte mărimi fotometrice care să, 
permită, descrierea, (din punct de vedere al senzaţiei vizuale) surselor de 
lumină extinse şi a suprafețelor iluminate. Astfel, se defineşte luminanta 
L (sau strălucirea B) printr-o relație similară relației (7.2.18) ($e exprimă 
în nit (nt)); exitanța M (sau radianța F) printr-o relație similară relației 


(7.2.20) (se exprimă în lambert; 1 La i d nt) şi iluminarea E (vezi 
T 

(7.2.21) care se măsoară în lucşi (1x). De remarcat legătura dintre aceste 

unități : 1 nt=1 cd/m? (se mai foloseşte stilbul 1 sb = 1 cd/em?); 11x = 

= 1 Im/hm? (se mai foloseşte photul : 1 ph = 1 Im/em?). 

Măsurătorile fotometrice subiective (în care se utilizează ca receptor 
de lumină ochiul uman) se bazează pe două proprietăți ale ochiului : capa- 
citatea lui de a distinge cu mare exactitate gradul de iluminare. al unei 
suprafețe şi existența unui prag de strălucire, comun tuturor ochilor (nor- 


v 
Fig. 7.2.8 


mali fiziologic)..Pe baza primei proprietăți s-au realizat fotometrele — apa- 
Tate cu ajutorul cărora se măsoară, prin comparare, intensitatea luminoasa 
a surselor punctiforme sau cvasipunetitorme. În figura 7.2.8. este schițat 


un astfel de fotometru în care egalizarea iluminării celor două porţiunt 
din cîmpul ocular este stabilit vizual şi în acest caz 


I = Io (7.2.41) 
E IR 
Ep al : e Sa Sea 
Cunoscînd pe I, şi măsurind distanţele 7 ȘI Top Se poate A clor ai i a F 
pectiv variația I = I(0), care reprezintă curba fotometrică a sori S, 
baza, celei de a doua proprietăți a ochiului s-au realizat măsurator 


strălucire [41]. 


$ 7.3. INTERFERENȚA LUMINII 


Interferenţa, este un fenomen specific Ono uitate ci în sensa MAGI A 
i itui ă b ivind comportarea 
a lui constituie o dovadă certă privinc dis 
ZE AEE fenomen. Interferenţa intervine la suprapunerea unde 
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coerente, defazate între ele şi se relevă prin franje de interferenţă — res- 
pectiv prin variaţii ale iluminării diverselor puncte ale suprafeţelor” intro- 
duse în spaţiul de interferență a undelor. 

în cazul luminii, teoria, interferenţei se bazează pe principiul de su- 
perpoziţie a cîmpurilor electromagnetice ale undelor care interferează.., 
Acest principiu atestă valabilitatea regulii de compunere vectorială a două 
sau mai multor cimpuri electromagnetice care se suprapun 


B= VE BSB (7.3.2) 


Principiul de superpoziţie a stat de altfel la baza obţinerii ecuaţiilor lui 
Maxwell (vezi $ 6.2.) şi, datorită valabilităţii acestuia, ecuațiile lui Maxwell 
au o formă liniară. De notat, însă, că principiul de superpoziţie nu este 
valabil în toate cazurile. Un exemplu de nevalabilitate al principiului de 
superpoziţie îl constituie cazul propagării undelor electromagnetice de 
intensităţi ridicate (radiaţii laser) prin substanţă. Fenomenele optice pro- 
duse de astfel de unde fac obiectul de studiu al opticii neliniare şi ele nu 
“vor fi prezentate aici. Se va admite deci, că principiul de superpoziţie este 
-valabil în toate fenomenele de interferență ale luminii care vor fi prezentate 
în cadrul acestui paragraf. 

5 Un experiment simplu de interferență se obţine la suprapunerea a 
două unde plane de aceeaşi lungime de undă A şi frecvență v, polarizate în 
același plan de-polarizaţie, care străbat într-un mediu optic cu indice de 
refracție n, drumuri geometrice (S,) diferite. În acest caz, undele pot fi 
descrise prin vectorii lor optici E, (vectorii electrici ai undei), care, potrivit 
relaţiei (6.10.47), sint daţi de expresii de forma 


E, gg 5 teal (7.3.2) 


+ 


2 E $ = 
în care s-a notat |ky| = 2x/ef = a Întrucît iluminarea rezultantă 


produsă de cele două unde plane pe un ecran P, plasat în zona lor de supra- 
punere (fig. 7.3.1), este determinată de intensitatea rezultantă (vezi echi- 


valența relaţiilor (7.2.11) şi (7 .2.21) pentru 
undele plane) este necesar să se evalueze 
mărimea 


I= |- <E*. E) (7.3.3) 


unde E = E, + E, (7.3.4) Fig. 7.3.1 


Prin calcule simple, folosind pentru E, şi E, expresii de forma (T 3.2), iar 
pentru E% și E complexele lor conjugate, rezultă 


1 = 1 + Ia + 2 Ile 0050). (7.3.5) 


355 


Aici s-au folosit notaţiile 


AREN Id Du DNS __|/_e cpr.p 
1 / CEE); I, = ce: E») (7.3.6) 
I= 21,1, <cosey =2 | Re{<E* EX}. (7.3.7) 


ii *MnaRii ră K A G zi . y “a 4 
SS In RS (7.3.5) și (7.3.7) unghiul q reprezintă diferenţa, dintre 
azele celor doi vect ori E, şi E. Valoarea lui rămîne constantă pentru 
undele coerente, dacă se admite că diferența fazelor iniţiale Ago = go — 
— Po2 NU depinde de timp (pentru simplitate se va lua Ao, = 0). Într- 
adevăr, din (7.3.2) rezultă 


p = (cat; aoleu ea) a = ns — ai). 


(7.3.3) 


În acest caz, media în timp a funcţiei cos e, definită în sensul expresiei 
(6.8.4), se reduce la forma ` 


JE 
(cos) = A .coso(t)dt = coso (7.3.9) 
(9) 


T 


astfel încît cu (7.3.8), expresia (7.3.5) devine 
= 27 
IT + EVIL cos == nSz — s)| . (7.3.10) 


se vede că intensitatea rezultantă I (respectiv iluminarea rezultantă 
a diverselor puncte de pe ecranul de observaţie P) va fi diferită, funcție 
de diferența de drumuri optice 


AL = m(32 — 8) SS 


corespunzătoare celor două unde care interferează (fig. 7.3.1), variind între 
valorile extreme : Imas = I, + 1» Și Imin = |I — Ial. : X 

Locul geometric al punctelor, cărora le corespunde o. intensitate 
rezultanta maximă poartă numele de franjă luminoasă. Poziţia acestor 
franje pe ecranul P va fi determinată de condiția 


m n(8p — 9) = 2MT 
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respectiv 


nS — 9) = Mi; m= UL APA (7.38.12) 


De asemenea, locul geometric al punctelor cărora le corespunde o intensi- 
tate rezultantă minimă se numește franjă întunecată, iar poziţia acestora, 
este determinată de condiția 


Nsa — 84) = ——— a; m= 0,2,2, ... (1.3.13) 


Înseamnă că între două franje luminoase se intercalează o franjă întunecată, 


De reținut că imaginea de interferență obținută este determinată de 
termenul ; i 


Isa = 2V DI, cosp) = 21l cos “E nás ) (7.3.14) 


numit uneori și „termen de interferență”. Dacă unghiul e(t) variază haotic 
în timp, caz ce intervine cînd undele care se suprapun nu sint coerente, 
atunci variațiile în timp ale intensității rezultante I vor fi atit de rapide 
(a lumină v = e/A = 3+10%/5-1077 6-10" Hz) încît nici un receptor * 
de lumină nu le va mai putea înregistra şi ca atare, nu se va mai distinge 
nici o figură de interferenţă clară. întrucât defazajul ọ(t) poate să ia în 
acest caz orice valoare cuprinsă între 0 şi 27, înseamnă că valoarea medie 


<coso) = Lç coselt) dt = 0 (7.3.15) 
T J0 f 


şi odată cu el I = 0, astfel încît 2 , 
NE La. (7.3.16) 


Această expresie ne arată că intensitatea luminoasă a mai multor fascicule 
de lumină necoerentă care se suprapun este dată de suma intensităţilor 
fiecărui fascicul în parte , 


I=5L ua 


rezultat cunoscut și sub denumirea de „„legea acţiunii independente a fasci- . 
culelor de lumină”, lege folosită în optica geometrică. Din expresia (7.3.7) 
rezultă că imaginea de interferență dispare chiar și în cazul undelor coe- 
rente, dacă acestea sint polarizate în plane reciproc perpendiculare 


(Er 'E, = 0). 
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___ Trebuie remarcat că noţiunea de coerenţă, sau de necoerență repre- 
ie cazuri extreme pentru fascicule de lumină obținute de la, sursele reale. 
Surse cu coerență foarte ridicată sint doar sursele de radiaţie laser, cele 
obişnuite fiind în general surse npcoerente. Aceasta, se datorește faptului 
că hecare atom dintr-o sursă de lumină obişnuită emite radiaţii în mod 
spontan, deci emite radiaţii cu frecvenţe şi faze iniţiale variabile haotic 
in timp. Dealtfel, din această cauză fenomenele de interferenţă ale fasci- 
culelor de lumină au rămas multă vreme neobservate. Fresnel a fost prin- 
tre primii care a arătat că se obțin fascicule de lumină coerente prin divi- 
zarea în două părţi a unui fascicul de lumină ce provine de la o singură, 
sursă. Se poate realiza atit divizarea frontului unei unde ce provine de la 
o sursă punctiformă, cît şi amplitudinea unui fascicul de lumină paralelă. 
„În primul caz, se realizează aşa numita interferență în lumină divergentă, 
iar în al doilea caz, interferența în lumină, paralelă. 

Experienţa arată, însă, că şi în cazul cînd cele două fascicule de 
lumină care interferează provin de la aceeaşi sursă, prin ,,dedublarea” 
acesteia, în două surse imagini, apar diferenţe în ceea ce privește variațiile 
în timp ale vectorilor optici E, şi E,. Aceste diferențe sint determinate 
de faptul că cele două unde străbat drumuri optice diferite pină la supra- 
punere. Astfel, dacă prima, undă străbate distanța s(t), în intervalul de 
timp t, iar cea de a doua undă, distanța s(t + +), în intervalul de timp t + 
+ =, atunci media în timp a produsului E,(t)-Ež(t + 7) va fi o funcție de 
diferența acestor intervale, adică de 7 și va putea lua valori cuprinse intre 


zero şi Ia Din acest motiv, funcția * 
u 


f 


G) = J= I(E (t) -Ež@ + 71 1.3.18) 


este folosită ca măsură a gradului de coerență mutuală a celor două wide 
(respectiv surse). Se vede că 


a 


Gu(0) = Ti; ~ Gaæ(0) = I, (7.3.19) 


Introducînd, în locul funcţiei Gi2(7), funcţia normată 


Gali 73.2 
O eaa (7.3.20) | 


VII 2 
se observă că această nouă funcţie satisface condiția 


T 7.3.21 
+ ini iei (6.8.4) adică <A>) = 
* Media în timp ÇE,(t) EX q)» tind definită în sensul relației ( ) < 


1 pa 
= lim 2A Nt) u) , 
T> i 0 
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putindu-se distinge următoarele trei cazuri : 


|gu2(7)| = 1 coerenţă totală 
e. 0< |gu(v)|] <1 coerenţă parțială 5 (7.3.22) 
| gi2(T)| = 0 necoerenţă totală. 


= _ Valorile funcției gı:(7) pot fi estimate atit pe cale experimentală, 
cit şi pe cale teoretică. În tratarea teoretică se pleacă de la faptul că atomii 
sursei de lumină emit în mod spontan radiaţii sub formă de grupuri de, 
undă. Amplitudinea și faza acestor grupuri de undă rămîn practic constante 
într-un anumit interval de timp T, numit timp de coerență. Distanţa Le, 
i ala de undă în acest interval de timp se numește lungime de coe- 
enţă 


Dee E. (1.3.23) 


Pentru sursele macroscopice se realizează desigur o distribuție statistică 
(pe atomii sursei), a intrvalelor de timp Te astfel încît funcţia, de coerenţă 


poate fi exprimată prin ă 
g(7) = ete (7.3.24) 


unde <T, reprezintă “valoarea medie a timpului de coerență. Această 
expresie se reduce, într-o primă aproximaţie la forma 


oa gi pentru |T| <<T7.) (1.3.25) 


0 » a >). 


În figura 7.3.2. sînt reprezentate gratie funcţiile g(7) şi g9'(7), evidenţiindu-se 
asttel mai exact semnificaţia noţiunii de timp de coerență. El reprezintă 
intervalul de timp după care funcţia 
g(x) scade de e ori. S 

a) Interferenţa în lumină diver- 
gentă. Se obţine folosind dispozitive 
de interferenţă, care divizează frontul 
undei incidente în două părţi egale 
(L = 1). Primul dispozitiv de acest 
gen a fost realizat de către Thomas 
Young în anul 1802 şi este schițat în 
figura 7.3.3, alături de alte cîteva ast- 
fel de dispozitive de interferență. Se. 
observă că în toate cazurile sursa 
puhctiformă, S este dedublată în două 
surse Sı și S imagini ale sursei S, 
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U OI fi recip -i 
: A roc parţial coerente, Pe he P : 
de interfere tă. y onte. Pe ecranul Se Vor obţine tranjele 


De tat w o g ; rd 
- no Li Că In ace t =) Z l La .8 se ( >] fo = = 
A Ste Cazul rela, „la ( í «3 ) Ser edu Ce lă, rma (T I, 


= 19) 


` I = 21 (1 + cosg) = 4I cos? (o/2) (7.8.26) 


$ bd 


ERU, 


2 EI TILLES AI TTT 
SSEL 


€) Oglinda Lloyd 


dacă fasciculele sînt total coerente şi la forma 


1 = 21(1 — g + 2gcose) (7.3.27) 
> -. dacă, fasciculele sînt parţial coerente şi deci 
IE =o =h An (1 Zi 9)lo (7.3.28) 


termenul gI, desemnînd părțile coerente din fascicule, iar (1 — 9) Io cele 
necoerente. ; 

În ambele cazuri, condițiile de maxim (7.3.12) şi de minim (7.3.13) 
vor. selecta franjele luminoase, respectiv întunecate. Admiţind că experi- 


ența se efectuează în aer (nọ = 1), prima condiție 
Ss — =m; m= 0, 1, Ari (7.3.29) 
ne arată că franjele luminoase sînt suprafeţe hiperbolice de rotaţie (fig. 


7.3.4), axa, de rotaţie fiind axa 00, iar focarele S, şi Sa: Înseamnă că ìnter- 
secția ecranului P ou aceste suprafețe va determina curbe de diverse forme, 
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funcţie de orientarea acestuia în raport cu axa S8, (fig. 7.3.4, b). Pentru 
cazul cînd ecranul este aşezăt paralel cu axa 00”, la o distanţă D mult mai 
mare decît distanţa 1 dintre sursele S, şi Sa franjele vor fi în prima aproxi- 
maţie liniare gi echidistante între ele. Distanţa dintre două franje vecine 


Fig. 7.3.4 


(intertranja) poate fi calculată funcţie de lungimea de undă à și de ele- 
mentele geometrice ale dispozitivului. Astfel, în cazul dispozitivului Young 
(fig. 7.3.5.), în care sursa S emite lumina monocromatică de lungime de 
undă à, pentru franja luminoasă de ordinul m, aflată pe ecran la distanța 
Ym față de franja centrală (m = 0) avem 


IN > AAG 
a =o (im): =D (sm) 


Deci 
ml 
| 3 — sa = = = (73.30) 
Dar, potrivit condiției de maxim ; P 
(7.3.12) ; , 
; mD 
(7.3.31) sŠ 
; N 


şi respectiv interfranja 


anD | 
pa 2 = (1.3.32) 
Ay = Ym+1 Yn : 1? ( Ă a t Fig. 7.3.5 


Evident, măsurarea intertranjei Ay permite determinarea lungimii de 
undă 2 n jit i ] 

erienţe de interferență de tipul celei rezentate se pot efectua şi 
cu n per AAN radiații nemonocromatice, In cazul surselor de lumină 
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albă (care emit Spectrul vizibil integral, de la roşu la indigo — spectrul 
vogvaiv), imaginea de interferență va fi formată dintr-un anumit număr de 
franje, diferit colorate care se grupează în spectre de diverse ordine (ordi- 
nul zero pentru m = 0; ordinul unu pentru m = 1 ş.a.m.d.), spectrul de 
ordin zero fiind format dintr-o singură franjă luminoasă albă. Pentru spec- 
trele de ordine ridicate, însă, se poate produce o suprapunere a trarijelor 
corespunzătoare diverselor lungimi de undă și ca urmare a recombinării 
acestora coloraţia ecranului dispare, obţinindu-se din nou o iluminare cu 
lumină albă (numit și alb de ordin superior). O analiză mai atentă a acestei 
porţiuni din ecran a pus în evidenţă prezenţa unor franje întunecate foarte 
apropiate între ele — aşa numitul spectru canelat. 
Din cele de mai sus se desprinde concluzia că vizibilitatea franjelor 
„de interferență va fi diferită funcție de ordinul spectrului. Pentru a descrie 


acest aspect, Michelson introduce un parametru al vizibilităţii V, definit 
prin expresia ` 


y — Îmae — Îmin (7.3.33) 
I EE -j Tinin a 


care pentru ochiul uman descrie suficient de bine contrastul imaginii de 
interferență. S-a constat că ochiul distinge o imagine formată din franje 
de interferență numai pentru V > 0,1, ceea ce însemnează Că Imar > 1,22 
Imin: Parametrul V se poate exprima și prin intermediul parametrului 
de coerenţă g(7). Din relaţiile (7.3.5), (7.3.7), (7.3.18) şi (7.3.20) rezultă 


V = ea | date) (7.3.34) 
respectiv i å 
: V = Iguto)| | (7.3.35) 


pentru cazul cînd I, = 12 E ; 
Numărul maxim de franje de interferență ce se pot distinge atunci 
cînd se foloseşte lumină albă, se găseşte din condiția ca peste maximul de 
ordin m al radiaţiei cu lungimea de unda A să se suprapună maximul de 
ordinul m — 1 al radiaţiei cu lungimea de undă à + AA, adică din con- 
diția : 
ma = (m — 1)(à + AX) 
din care rezultă ; 
m = NAN (7.3.36) 


De exemplu, dacă AA = 1000 A, atunci pentru A = 5000 A se vor obţine 

maxim am cinci spectre de interferență (m = 5). à ce 
Introducînd rezultatul (7.3.36) în expresia (1.3.29) se line Te i 

diferenţa maximă de drum geometric între cele două raze pentru 


| 
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mai obțin franje, în cazul utilizării radiației albe, relația 


Di etea a E AN, (1.3.37) 


Această diferență maximă de drum nu este altceya decît lungimea de coe- 
renţă Le, detinită prin (7.8.23). De valoarea acestei lungimi de coerență 
depinde coerenţa surselor de lumină. Pentru Aà = 1Å, la o radiaţie cu 

= 5000Ă se obţine (83 — Sı)mar = 2,5 mm, în timp ce pentru radiaţia. 
laser (So — Su)max = 500 km. De notat că în caracterizarea aparatelor op- 
tice cu ajutorul cărora se obțin spectre de lumină se foloseşte adesea noți- 
unea, de putere de rezoluție r (vezi și $ 7.4), exprimabilă prin relaţia 


| r = XA. (7.3.38) 
Se vede că putem serie 
5 b 
r= Fi E ' (7.3.89) 


din care rezultă că puteri mari de rezoluție se obțin în cazul radiaţiilor 
laser. 

În considerajţiile făcute mai sus s-a admis că sursa, S, respectiv sursele 
imagine 5, şi S, sint punctiforme. Desigur că extinderea sursei pe un anu- 
mit domeniu spaţial va avea ca efect o slăbire a contrastului imaginii de 
interferenţă. De aceea, pentru fasciculele de lumină largi, ce interferează, 
se defineşte o lărgime de coerenţă laterală, peste care imaginea de inter- 
ferenţă nu mai este decelabilă. Această lărgime este exprimabilă prin relaţia 


le = (As) (7.3.40) 


unde 6, este unghiul sub care se vede sursa din punctul de observaţie, 


iar a, constantă a .cărei valoare depinde de forîna geometrică a sursei. 
Pentru surse circulare plane, de exemplu, « = 1,22 şi deci - 


1, = RN (7.3.41) 


Pe baza unei astfel de relații se poate 
determina diametrul sursei de lumină, 
lucru foarte important cînd este vorba 
de surse extraterestre (cazul 
aştrilor). Astfel, Michelson a realizat 
așa numitul interferometru stelar 
(fig. 7.3.6), cu ajutorul căruia a stabi- 
liteă diametrul stelei Betelgeuse este 
de aproximativ 280 ori mai mare decât 
a Soarelui. Metoda interferometrvlui Fig. 7.3.6 


st elar se bazează pe taptul că dacă distanța dintre cele două fante S, şi 
Sa devine egală sau mai mare decît lărgimea de coerenţă l, atunci imaginea 
txanjelor de interferență dispare, condiţie ce poate fi stabilită cu multă 
exactitate, Aceeaşi condiţie limitează dealtfel și posibilităţile de obținere 
a imaginilor de interferență cu dispozitive clasice de interferenţă. De 
exemplu, în cazul dispozitivului Young, pentru D = 1m, à= 5000 Å 
şi sursă circulară de rază r = 1. mm, se vor obține franje de interferenţă 
numai dacă distanţa între cele două fante S, și S, satisface condiţia : 1 < 
<LL = 0,6 mm. 

b) Interferenţa în lumină paralelă. În acest gen de interferenţă se 
impun cerinţe mai puţin pretenţioase, în privinţa lărgimii surselor, din care 
cauză majoritatea aparatelor interferenţiale (interferometrele) folosesc 
acest tip de interferență. 

O experienţă simplă de interferență în lumină paralelă se obține la 
trecerea razelor de lumină prin straturi optice subțiri. În cazul luminii 
albe, interferența se va pune în evidență sub forma unor coloraţii ale 
stratului (coloraţia baloanelor de săpun, a peliculelor de ulei pe suprafața 
apei, a sticlelor vechi etc.), care sînt franje de interferență ce rezultă în 
urma suprapunerii razelor reflectate pe fețele anterioara și posterioară 
ale stratului. Poziţia acestor franje va fi determinată de diferența de drum 
optic între cele două raze şi de lungimea lor de undă. Pentru o lamelă 
cu fețe plane, de indica de refracție n şi grosime d, așezată într-un mediu 
optic de indice de refracție no, (no <n) (fig. 1.3.7) se vede că avem 


A = 2n- AB — ms DO — N2 i (7.3.42) 
termenul à/2 intervenind datorită faptului că raza I, se reflectă în B cu 
pierderea A jumătăţi de lungime de undă (reflexie pe un mediu mai 


puţin dens optic, no <n). Dar 


pod; DO = A0sini=24B sini 


cost 

şi- AB = dtgr; n, sin i = n Sin? 

deci A = 2dn cosr — 2. (7.3.43) 

Franjele luminoase, respectiv cele întunecate se vor obţine pentru cazurile 

cînd : 
adn cos r — A2 = MÀ; m = 0, 1,2, .-: (7.3.44) 

respectiv 

: 2dn cos r — M2 e, amt R w = 0, 1,- (7.3.45) 
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Se observă că aceste condiţii pot fi realizate practic în două variante : fie 
prin variaţia grosimii d, fie prin variaţia unghiului de refracție r(res- 
pectiv a celui de incidenţă Xi). În primul caz se obţin franje de egală gro- 
sime, care sint localizate pe fața superioară a lamelei de grosime variabilă 
(pene de sticlă, de exemplu), iar în al doilea caz, franjele sint de egală închi- 


Fig. 7.3.7 


nare. Acestea sînt franje nelocalizate, dar care pot fi prinse în planul focal 
al unei lentile convergente. 

O experienţă interesantă de interferenţă, cu producere de franje de 
egală grosime, este cunoscută sub denumirea de „inelele lui Newton”. 
Ele se obţin cu ajutorul unei pene de aer realizată de spaţiul delimitat de o 
suprafaţă plană de sticlă şi o suprafață sferică realizată de o lentilă plan- 
convexă, ce se sprijină pe suprafaţa plană (fig. 7.3.8). Datorită simetriei 
axiale, franjele luminoase vor avea forma unor cercuri (inele), cu centrele 
pe axa 00” şi vor fi localizate pe faţa convexă a lentilei. Se poate determina, 
“uşor raza m & unui inel de interferenţă de ordin m, plecind de la condiţia 
de maxim (7.3.44) şi observînd de pe figură că d = r?°/2R. Se obţine 


Li 


Ta ~ | maR. | ((7.3.46) 


De remarcat că dacă suprafata superioară a lamelei nu este perfect plană, 
aceasta va afecta forma inelelor de interferență, care nu vor mai fi perfect 
circulare. Pe acest principiu se bazează metodele interferenţiale de deter- 
minare a gradului de planeitate a unor suprafețe metalice. De regulă, 
în aceste metode, lentila plan-convexă este înlocuită cu o placă plan-para- 
ielă, semitransparentă, înclinată faţă de suprafaţa supusă studiului şi se 
luminează, transversal cu un fascicul de lumină paralelă (fig. 7.3.9, a). Se 
vor obține franje rectilinii dacă suprafața este perfect plană, iar abaterea 
de la liniaritate va fi o măsură a neplaneităţii suprafeței respective. Dacă 
experienţa se efectuează în lumină monocromatică de lungime de undă A, 


aan din frîngerea ba franjelor luminoase, se poate determina abaterea 
» de la planeitate a suprafeței, folosind relaţia evidentă 


h = (b/a)(à/2). (1.3.47) 


Metoda aceasta, cunoscută și sub numele de metoda interferometriei optice 
multiple (sau metoda Tolansky), este utilizată frecvenť la determinarea 
grosimii unor straturi de acoperire, grosimi ce nu depășesc valoarea 2/2. 
` Foarteinteresante aplicaţii 
practice oferă interferența cu for- 
mare defranje de egală înclinare. 
Acest tip de interferență este 
folosit în interferometrele optice. 
În figura 7.3.10 sînt schițate 
cîteva, interferometre optice. Cel 
mai simplu, interterometrul Ja- 
min, poate fi folosit la deter- 
minarea, indicilor de refracție ai 
mediilor gazoase” (pentru care 
nœ 1) şi implicit a variaţiei 
Fig. 7.3.9 fine a parametrilor fizici (tempe- 
ratură, presiune, umiditate etc.) 

de care depinde ng. În acest scop, în calea uneia, dintre razele de lumină, . 
se introduce o cuvă de lungime |, umplută cu gazul de studiu, care va intro- 

duce o diferenţă de drum optic suplimentară între cele două raze 


, 


A = W(ng — no) (7.3.48) 


i N 
i ferometrul c) interferometrul 
a) Interferometrul Jamin b) hter pu iinan 


AEN > 


d) Interferometrul Mach-Zenhder ~ e) interfer ij Po d --Gharke. 


; Fig, 7.3.10 
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Ca atare, în ocularul interferometrului se va înregistra o anumită 
deplasare a imaginii de interferență și din măsurarea acestei deplasări 
(numărind tranjele ce trec prin faţa unui reticular), se determină nyg. 

Interferometrul Michelson, în care interferă raze care parcurg 
drumuri reciproc perpendiculare (SO şi $'0'), prezintă interes mai ales 
pentru că cu ajuoturl lui s-a efectuat celebra experiență Michelson-Morley 
din anul 1896 care a demonstrat inexistenţa eterului luminos (privit ca 
suport pentru propagarea undelor luminoase). 

în ceea ce priveşte interferometrul Fabry-Perot, este de reţinut preci- 
zìa ridicată pe care acesta o prezintă în determinarea, lungimii de undă A 
a luminii. Datorită reflexiilor multiple ce intervin pe feţele semiarginte 
„AB, respectiv A'B’, se obţin franje de interferenţă de o mare fineţe şi de 
intensităţi ridicate. Se poate arăta [69] că pentru suprafeţe al căror coefi- 
<ient de reflexie este r, iar cel de transmisie 7, intensitatea radiației trans- 
mise în urma unui număr foarte mare de reflexii interne este dată de 
expresia 


regho aaa BE a Îsi i ae pet NUCA SRO Pati) 
= a sina) 3 Taa a 
{1 — r} 2 
unde funcţia ; j 
AţA) = [ a | au cosr) (7.3.50) 
(1 —rk A 


este cunoscută sub numele de „funcție Airy”. Se vede că intensitatea fran- 


2 
jelor luminoase este Imas = Io s iar a celor întunecate Imin = 


1—r 
~ 2 ` i Ă z 
== n| Aa E ) . Parametrul de vizibilitate V, va fi dat în acest caz de 
i 
expresia 
Imar — Imin i 2r 


R m mr (7.3.51) 


În figura 7.3.11 este prezentată grafic distribuţia intensității pentru două 
franje (m şi m + 1), funcție de 7, remareîndu-se contrastul ridicat pentru 
7 > 0,5. 

De remarcat că la incidenţă normală, într-un fascicul de lumină para- 
Jelă intervin interferenţe şi la reflexia pe o singură faţă a lamelei (lamelă 
“metalică, de exemplu). În acest caz interferează unda incidentă cu unda 
reflectată gi formează o undă staţionară (fig. 7.3.12). Vectorii optici ai celor 
„două unde fiind 


E, = Ey sin(ot — ko); E, = Ep Sin(ot + ke +g) (7.3.52) 
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unde reprezintă i ă 

T HETA e aza eupliteanirt pe care o introduce reflexia (funcţie 

a AS e Și gra ACHE ai celor două medii delimitate de supra- 
t Xie, vezi § 6.10), se observă că diferenţa, lor de fază 


$ = (ot + kæ + g) — (ot — ke) = 2ha + ọ, (7.3.53) 


27m 21(rm+1) A 
Figo 151 ă Fig. 7.3.12 


este constantă în timp. Deci se vor obţine zone de maxim (ventre) şi de 
minim (noduri) ale intensității luminoase rezultante, care vor fi localizate 
în lungul axei Ov. Poziţiile lor, pentru cazul particular cind Eo: = şi 
9, = 0, şi deci cînd relaţia, (7.3.26) se reduce-la forma Aa 


| I = 4lgcoshka ; (7.3.54) 
sînt date de condițiile ; | 
T Ap, 
în > mT =m molii. (7.3.55) 
2m + 1 2m +1 
să z = = = A m E a G 


Se observă că distanțele dintre două ventre, respectiv dintre două noduri 
vecine sînt egale între ele (Ax = m+ — Vm = 1/2). 

Undele staționare de lumină au fost folosite de către Wiener pentru a 
demonstra că efectele luminoase sint determinate, în marea majoritate a 
cazurilor, de vectorul electric E al undei respective. În acest scop, Wiener 
a prins imaginea de interferenţă, cu producere de unde staţionare, pe o 
emulsie fotografică înclinată sub un unghiu « mictaţă de normala la suprataţa. 
metalică reflectătoare, caz în care distanța dintre două ventre se măreşte 
(L =1J2 cosa) şi poate fi determinată cu suficientă precizie. S-a constatat 
astfel că benzile înnegrite ce apar pe emulsie după developare se datorese 
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cimpului electric al undei (ele se formează în ventrele corespunzătoare 
cimpului E). ' 

_ Plecînd de la experiența lui Wiener, Lippmann realizează în anul 1891 
primele fotografii în culori, folosind o metodă interferențială. El foloseşte 
o placă metalică pe care depune un strat mai gros de emulsie fotosensibilă 
şi proiectează imaginea (obiectului colorat) pe acest strat. În stratul foto- 
sensibil vor lua naştere unde staționare ale căror ventre vor fi situate la 
distanţe diferite față de placa metalică, funcţie de lungimea de undă à. 
Prin developare, halogenura de argint se va reduce la argint metalic în 
locul ventrelor, astfel încît în interiorul emulsiei se vor forma pelicule de 
Ag semitransparente, echidistante între ele pentru o radiaţie de o anumită, 
culoare (2). Expusă la iluminare cu lumină albă, un astfel de clișeu va 
reflecta selectiv acele radiaţii ale căror lungimi de undă à corespund celor 
folosite la fotografiere. Astăzi se foloseşte o altă tehnică în fotografierea 
în culori şi anume stratul fotosensibil este format din suprapunerea a trei 
pelicule cu sensibilităţi cromatice diferite (sensibilitate în albastru, verde 
şi roşu), despărțite între ele prin două filtre pentru culoarea galbenă [15]. 

c) Optica albastră şi filtrele interierenţiale. Dintre aplicaţiile de 
mare însemnătate practică ale interferenţei în lumină paralelă se remarcă, 
utilizarea peliculelor subţiri în calitate de straturi de acoperire pentru 
îmbunătăţirea transmitanţei sau a reflectanţei dispozitivelor optice. Au 
fost realizate astfel straturi de acoperire antireflectătoare, straturi perfect 
reflectătoare şi filtre cu ajutorul cărora se poate selecta, dintr-un fascicul 
paralel de lumină albă, o anumită componentă A. 

Sistemele antireflectătoare (sau antireflectorizante) sînt constituite 
dintr-o lamelă, de sticlă cu feţe plan-paralele, acoperite pe o față cu una 
sau mai multe pelicule avînd grosimea egală cu 2/4 și indicele de refracție 
m (diferit de al lamelei n.) ales în aşa fel încît coeficientul de reflexie r 
al sistemului să fie minim pentru radiația respectivă. Pentru cazul unei 
singure pelicule cu d = 1/4, se vede de pe figura 7.3.13 că razele J, și Ia 
interferează cu formarea unui minim pe suprafaţa superioară a peliculei. 
Cele două excitații luminoase se vor anula reciproc pe suprafaţa superi- 
oară a, peliculei dacă şi amplitudinile Ex, și E, vor fi în aceste puncte egale 


între ele. Or, ţinînd cont şi de relaţia (6.10.77), la incidență normală 


—3 N = 
Bu = Vr. E = Taca SIE, 


no + M 
(7.3.57) 
Boa = VB, = d setea 
Na + Na 
Din condiţia Bo = Boo, rezultă după calcule simple. 
Na = V none 23 Vna (7.3.58) 


unde pentru aer s-a luat m = 1. Dacă baza este realizată din sticlă optică. 
pod (sticlă crown cu ha = 1,5), atunci din condiția (7.8.58) rezultă, 


` pentru pelicula antireflectoare un indice de refracție m = 1,225. Există. 


cîteva, materiale optice cu indici de refracție apropiaţi de această valoare = 
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24 — e, 141 


florura de magneziu (MgF, cu m = 1,35); criolitul (NaAIF, cu m = 
= 1,36) etc. 

Calculele efectuate pe baza considerentelor prezentate mai sus con- 
duc la următoarele expresii pentru coeficienții de reflexie ai suprafeței, 
fără strat de acoperire (r), respectiv cu strat (”) 


a (mm); pl ama Set aa 2 a (1.3.59) 
no F Na (m + na(n + no) i 


Luind m = 1; n = 1,5 şi m = 1,35, se obțin valorile: r = 0,11 şir = 
=0,051, deci 7’ < r. În figura 7.3.14 este reprezentată grafic variația ra- 
portului '/r = f(à), pentru cazul cînd condiția (7.3.58) este îndeplinită 
pentru radiația cu à = 5550Å. Se observă că sistemul este în acest caz 
uşor reflectorizant în albastru-violet și aproape perfect antireflectorizant 
în galben-roşu. Aplicînd o astfel de peliculă (de exemplu prin evapo- 
rare în vid înaintat) pe suprafața obiectivelor aparatelor optice, acestea 
primesc o colorație albăstruie-purpurie (privite prin reflexie !), din care 
cauză, ele- formează o aşa zisă „optică albastră”. ; 

Teoria peliculelor optice subțiri, creată de către Born şi Wolf [10] 
arată că pot fi realizate şi sisteme optice cu transmitanţă minimă (7 — 0) 
şi reflectanță maximă (r — 1), cu condiţia ca să se folosească straturi for- - 
mate din pelicule cu grosimea 1/4, care să aibă alternativ indici mari 
(m) de refracție, respectiv indici mici (n) de refracție. De exemplu, 
cu 4 astfel de pelicule din sulfură de zinc (m = 2,3) şi fluorură de magne- 
ziu (n = 1,35) se obţine un strat cu r = 0,97. A 

În sfîrşit, dacă aceste pelicule se depun pe ambele feţe ale lamelei 
de sticlă, cu grosimea egală cu multiplu întreg de 2/2, se obţine un filtru 


1 5 
FT 
| | 
| 5 | 
[i . 
| 4 ; E 
) 1 s 
1 


4000 ` 6000 8000 
A[Â] 


Fig. 7.3.13 Fig. 7.3.14 


Tet ; pr : 3 = ee se E e = 
interferenţial, adică un sistem cu transmitanță maximă pen 

fapt cl o bandă în jurul lui à cu AA = 5 — 80 Å) şi nulă pentru restul 
spectrului [11]. 


§ 7.4. DIFRACȚIA LUMINII - = 
Primele fenomene de difracție a luminii obţinute, se pare, de către 


i î ise, i i 1 1665 de către 
inci (1452—1519), sint descrise, încă din anul 1069. 
oua dj PARE N 5 anul 1818 esto elaborată o teorie a difracției în cadrul 
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concepţiei ondulatorii asupra naturii luminii. Această teorie a fost creată, 
în linii mari, de către Fresnel care completează principiul lui Huygens 
cu ideea că undele elementare sînt coerente şi, ca atare, interferează între 
ele. De asemenea, el demonstrează (vezi mai jos), eă intensitatea undelor 
elementare este maximă pe direcţia normalei pozitive a vechiului front 
de undă şi scade cu creşterea unghiului 
am (fig. 7.4.1), anulindu-se pentru dm > 
> n|2. Pe baza acestor elemente, Fres- 
nel elaborează o teorie a difracției, cu- 
noscută sub denumirea de „metoda zo- 
nelor”. Cu ajutorul acestei metode, el 
reuşeşte să descrie calitativ o serie de 
experienţe de difracție şi să dea o anu- 
mită „interpretare ondulatorie” noţiunii 
de rază de lumină. Ciţiva ani mai tirziu 
(1821), Fraunhofter descoperă difracția 
în lumină paralelă, iar Schwerd o ex- 
plică tot pe băze ondulatorii în anul 1837. 
De notat că contribuţii de seamă la dez- 
voltarea, teoriei matematice a difracției luminii aduce Kirchhoff [16]- 


Difracția este un fenomen specific ondulatoriu şi apare atunci cînd 
în calea undelor luminoase se interpun obstacole (deschideri sau aperturi, 
respectiv obstacole-opace) cu dimensiuni de ordinul de mărime al lungimii 
de undă a luminii. Şi în cadrul descrierii acestui fenomen pot fi distinse 
două cazuri particulare de difracție : difracția în lumină divergentă sau 
difracţia de tip Fresnel şi difracția în lumină paralelă sau de tip Fraun- 
hoffer. Această clasificare prezintă avantaje în privința dezvoltării sub 
aspect matematic a teoriei fenomenului. Înainte însă de a prezenta stu- 
diul acestor fenomene de difracție, va fi expusă succint metoda zonelor 
lui Fresnel. 


Fie S o sursă punctiformă de lumină monocromatică (fig. 7.4.1), 


care generează într-un mediu optic omogen o undă sferică, descrisă prin 
ecuaţia 


E(r, t) = C E T — k- r)] (7.4.1) 
ae r A 


şi fie (2) suprafaţa sferică a frontului acestei unde la un moment dat (î)- 
în conformitate cu principiul lui Huygens-Fresnel, fiecare element de 
arie AS, al acestui front va fi locul de generare a noi unde elementare 
sferice, astfel încât dacă dorim să calculăm intensitatea luminoasă într-un 
punct de observaţie O, atunci va trebui să ţinem seama de efectul rezul- 
tant al suprapunerii (şi interferării) tuturor acestor unde elementare în 
punctul 0. Calcularea intensității rezultante produsă de undele elemen- 
tare ce provin de la diverse porțiuni ale suprafeței (£) se poate face folo- 
gind o teoremă a lui Green din analiza matematică [16], în care valoarea 
unei funcţii armonice de tipul (7.4.1) într-un punct O din interiorul unei 
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suprafețe inchise este determinată de valoarea, a; 
suprafata. Această cale a fost urmată de că 
teoriei difracției. Aici va fi ex 
detaliile de calcul putînd fi 


De notat, însă, că teoria lui Kirchhoff este valabilă numai pentru 


celeaşi funcții pe respectiva, 
r tre Kirchhoff în dezvoltarea 
pusă, doar o tratare calitativă a acestei teorii, 
găsite în tratate de specialitate [64]. 


funcţii armonice scalare, ceea ce înseamnă că ea nu ţine seama de starea, 
de polarizare a undei. De aceea, în expresia (7.4.1) se va lua în locul vec- 
torului E, modulul său E = |E] şi se va lăsa deocamdată la o parte depen- 
denta sa de timpul t, ca fiind nesemnificativă în studiul fenomenelor 
de difracție. În această aproximație, excitaţia luminoasă, într-un punct 
P de pe suprafaţa (X) va putea fi descrisă de mărimea, 


pr 


E'(r) = E (7.4.2) 


Considerind că punctul P este sediul de generare al unei unde elementare 
sferice, atunci excitaiţia luminoasă determinată de această undă în punctul 
de observaţie O va fi descrisă de 


—=ikr' —ikr —ikr’ 
Br, v) = B'i) &—— flo) =m E 


3 r f r 


fla’) (7.4.3) 


în care factorul f(«’), numit şi „factor de oblicitate” ţine seama de poziția 
punctelor S şi O față de P. El este determinat de unghiurile pe care le 
fac razele SP, respectiv PO cu versorul n al normalei pozitive la suprafața 
(£) şi este dat de expresia 


f(a') = cos(n, r) —:cos(n, r’) (7.4.4) 
avind în cazul particular al suprafeței (2) sferice (cînd nțțr) forma 
f(e) = 1 + cos a. (7.4.5) 


De remarcat că dacă punctul O se găseşte în partea dinspre sursa S a su- 
prafeţei (Z), atunci: şi cos a’ = —1, astfel încît: f(a) = 0, Tape 
B(r, = 0; Del, undele Sectoare; a propagă şi „înapoi', lucru 
inut de altfel în principiul lui kr 3 N ati 
SERIER a socoti DAA întregului front de undă (2) la excitația 
luminoasă din P, Fresnel îl împarte în zorie elementare prin secţionarea 
sa cu suprafeţe sferice concentrice, avind centrele în:O şi alege razele aces- 
tor sfere în așa fel încît 


(nsi t thri) — (rm Fm) = mu — rn = A2; m=0, Le (7.4.6) 


ndele elementare care provin de la două zone vecine ajung 
Dg def p de fază și ca atare, își vor diminua reciproc acţiunea lumi- 
Lă 
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moasă. Fireşte, contribuţia dată în O de una dintre zone va fi 


e p—îhr e ikr’ 
A et, e (i — flo) (7.4.1) 
N T Lă ASm T 
aj N A dna ET r a „$ DOSA PIE] 
AS reprezintă aria zonei respective. Socotind elementul de ariein co- 
ordonate sferice 
AS = r?sin0 d0 de (7.4.8) 


şi observînd de pe figura 7.4.1 că se poate scrie relaţia 


p2 = 7? + (d + AP — 2r(d + d')eos0 
respectiv ; 
r'dr' = r(d + d')sind d0 
se obţine 


as = r’ dr dọ. 7.4.9 
T 9 (7.4.9) 


Lă 


Cu acest rezultat introdus în (7.4.8) şi neglijind variaţia mică a lui 
fa”) în cadrul unei zone, după cîteva calcule simple rezultă, 


—ikr 2m d'+mI2 z a = 2E —ikr 
AEn = Bo £ A) aof fix’) e7" e Ar’ = — Si 
i d + d! Jo a+ (m 12 ik(d + d”) 
. dr A E; E, 
ene z Sp E P „eTit e ema) aa OENB) A 
am (d +d’) 


sau întrucât k = 2r/A şi eT'™N2(1 — etil) = e ml — ein) = 2(—1)” 


i | e- îhd+d') JR 
ABn=2i(—1)”* aflan) E ee (7.4.10) 


Prezenţa simbolului imaginar (i) în această expresie arată că faza undelor 
difractate s-a modificat cu m/2 faţă de a undelor primare. 
Contribuţia tuturor zonelor în punctul de observaţie O va fi dată 


deci de suma 


i De-ai) iti. | i 
Py = JA Bp 52i T DI Flan) = 


O] 
fanl VARL EE EES 


ră (fe = fn ef e PD) (TAI 


= 2) 


. 
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) J A d acy uneg € 


E, = Boa — Ess + Eos—. . e H(—1)+ Eon (7.4.12) 


această serie fiind 3 2 

tind convergentă, pentru, că termenii ei si 
? E 5 ru că ter 7 crescători 
(f(a,) descreşte cu creşterea, lui i onu; ok sint GEReadaeaia i 


Hu > Boa >... Some 


Făcînd o rearanjare a termenilor în suma (7.4.12) de forma. : 


__ Boa E E 
m = 8 + (F = a + a ere “n 


prizee se EL il 
şi luînd aproximativ Eom ia (Dom-1 + Bom+2) se vede că: 


1 
7022 i (Eor + Eom) pentru m = 2n 

i (7.4.13) 
JI (Pa — Bom). pentru m = Itr. 


Evident că pentru m->00, rezultă Eom—>0 şi deei intensitatea luminoasă 
care va ajunge în O va fi dată de expresia 


A 
I~ r (7.4.14) 


Acest rezultat „surprinzătoi”, stabileşte că în punctul O va ajunge numai 
a 4-a parte din intensitatea fluxului luminos ce trece prin prima zonă 
Fresnel. Avînd în vedere că aria secţiunii unei zone (toate zonele au aceeaşi 


arie) este dată de expresia 


Real det a (7.4.15) 
dtg 


şi deci pentru lumină are valori de ordinul à 10-2 mmê, în optica ondula- 
torie s-a acreditat ideia că raza de lumină poate fi echivalată cu un tub: 
luminos”, de secțiune transversală egală cu a unei zone Fresnel. O astiel 
de imagine nu are însă decit meritul de a fi intuitivă, întrucit aşa oum 
s-a precizat în $ 6.10.4, noțiunea de rază a undei nu este valabilă decit: 


în aproximaţia A—>0. 


. ` 
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„Rezultatele de mai sus au fost probate experimental direct, prin 
folosirea, așa numitelor reţele zonate (reţele Soret), în care fie zonele de 
ordin par, fie cele impare sînt opturate. Conform teoriei zonelor, la intro- 
ducerea unei astfel de reţele în calea unui fascicul de lumină, iluminarea 
în punctul de observaţie O trebuie să crească (pentru că E, = Lu HEt- 
sau E, = Eo + Et...) concluzie atestată de experiență. În continuare, 
metoda zonelor lui Fresnel va fi folosită în explicarea citorva experimente 
simple de difracție. l 

a) Ditraeţia de tip Fresnel. Difracţia produsă de o apertură circulară, 
practicată într-un ecran plan. Fie S sursa punctiformă de lumină şi MN 
ecranul prevăzut cu un orificiu circular P, de diametru d = À (fig. 7 .4.2). 
În punctul de observaţie O se va compune lumina care provine de la un 
număr finit de zone Fresnel (cîte încap în apertura P) şi ca atare, dacă 
numărul acestora este par, atunci punctul O va fi slab iluminat, iar dacă 
acest număr este impar, punctul O va fi iluminat intens. Acest lucru se 
obține experimental, iar punctul central O este înconjurat de inele circu- 
are luminoase şi întunecate, care constituie franjele de difracție. 

Difracţia produsă pe muchia rectilinie a unui plan. Fie MN ecranul 
pe a cărui margine N se produce ditracţia luminii emise de sursa puncti- 
formă S (fig. 7.4.3). Se observă că în acest câz cîte o jumătate din fiecare 
zonă Fresnel este opturată de către ecranul MN (fig. 7.4.3, b) şi, de aceea, 
se pot obţine informaţii în legătură cu variația iluminării prinse pe un ecran 

_+0P, folosind „metoda subzonelor” : fiecare zonă Fresnel se împarte în 
subzone de arii 5Sm,(prezentate prin linii întrerupte în fig. 7.4.3) şi se 
calculează amplitudinea, vibraţiei luminoase în punctul de observaţie O prin 
însumarea, vectorială a amplitudinilor Eo, Eo,- . .,ete., care provin de. 
la fiecare subzonă în parte. În această însumare trebuie să se ţină seama de 
faptul că Eo > 3E0, -- „„ iar defazajul dintre aceste unde creşte odată 


Fig. 7.4.3 


cu numărul lor de ordine. Se obţine o construcție grafică de forma celei 
prezentate în figura 7 4.4, care la limită, pentru subzone de arii intinitezi- 
“mal de mici, va trece într-o curbă continuă de formă unei spirale. Este 
cunoscută sub numele de spirala lui Cornu şi are două ramuri, respectiv 
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doi poli F şi F’, dacă îni 
E 9 > dacă In insumare se iau în consi jie și 
partea stingă a ecranului MN A Ai ri E SAA a EA 
A a ENE urate de câtre acesta, 

E A tg i la Studiul difracției luminii pe muchia unui 

i ace astfel : nsitatea în punctul D (fi i ă 

i re : $ £ Si ý > E k «i 1 Li Vikið Va, Ué Să 

patratul amplitudinii v ibraţiei luminoase, egală (n OP Pe ka AA aS dă 
$ 1 Va 5 A 4 Ve Se 


Fig. 7.4.4 


înaintează spre P, încep să fie văzute părţi tot. mai mari din subzonele 
opturate de MN, iar aceasta corespunde unei deplasări a punctului BE 
pe spirala Cornu (în B, Bz.. .)- Înseamnă că amplitudinea oscilației 
luminoase şi implicit, intensitatea I a acesteia creşte (fiind dată de seg- 
mentele FB, FB., ...). Cînd s-a epuizat prima zonă, înaintării pe spi- 
rală îi corespunde o micșorare a amplitudinii (de exemplu FB’ < FB) 
pină se epuizează toate subzonele din zona a doua ş.a.m.d. Pe ecranul DP 
se obţin dungi luminoase şi întunecate (paralele cu muchia N a ecranului), 
care formează spectrul de difracție (fig. 7.4.3, c). 

b) Ditraeţia de tip Fraunhotier. Difracţia printr-o fantă dreaptă. 
Fie AB o fantă rectilinie de lărgime b, practicată într-un ecran opac plam 
MN (fig. 7.4.5), pe care cade normal o undă de lumină plană. Dacă strin- 
gem razele difractate sub diverse unghiuri «, cu ajutorul unei lentile con- 
vergente L, atunci în planul ei focal ar trebui să obţinem imaginea fantei 
AB (deci o imagine liniară). În realitate se obţin mai multe imagini ale 
fantei, care formează spectrul de difracție. Cind lumina incidentă este 
albă, acest spectru va fi colorat pentru că fiecare culoare (radiaţie de œ 
anumită, lungime de undă 1) va forma o imagine de difracție separată.. 

Pentru a calcula poziţia acestor franje, se Wa admite că amplitudi- 
nea, vibraţiilor luminoase, corespunzătoare întregului fascicul ce cade pe 
fanta AB, este F, așa încît unei porţiuni din fascicul de lărgime dz ù 
va corespunde amplitudinea (E,/b) da. De aceea, ecuația de undă, care 
va, descrie acest fascicul elementar ce trece la distanța « de marginea A 
a fantei, va fi de forma 


dB = Že sin(at— lo sina)da. (7.4.16) 


Pentru întregul fascicul, strîns în planul focal al lentilei L, rezultă ecuaţia» 


BD 2 [sint — kæsing)dv. (TAIT 
i 0 


“8716 


Prin calcule simple (folosind schimbarea de variabilă y = wt — kæ sina) 
se obţine 


si (2 sina) a 
: 0 SING 
E = DD ‘sin ot ——— |: 
i 2 
-5 sina 


(7.4.18) 


Înseamnă că amplitudinea vibraţiilor luminoase în planul focal F al lenti- 
lei va fi dată de expresia 


A 
E, = Bo b (7.4.19) 
i % 
iar intensitatea (1, E3) 
1n2 
pap ADI alai pe Doe (1.4.20) 
u? RIR 


Se constată astfel, că I = 0, pentru cazorla în care sînt satisfăcute con- 
dițiile : sinx = 0; u # “0, adică, 


T sinan = m E E, (7.4.21) 
şi I, = Imar, pentru cazurile cînd dI,/da = 0, respectiv 


tgu = u. 3 (7.4.22) 
Această ultimă relație reprezintă o ecuație transcendentă şi are soluțiile 
{obținute pe cale grafică) i 


L gina, = gi 1,437; 2,467; B (7.4.23) 


[] 


În fiarta 7.4.6. este reprezentată grafic variația intensității lumi- 
moase I, = f(u). Se obţine o imagine de difracție în care franjele întunecate 


, 2l -1 0 
Fig, 7,45 | Big, 746 
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au Stanie ae Se iar intensitatea celor luminoase scade pronun 

at odată ou creşterea lui m. Acestea se numesc „franj 2 

SA À a lui m. Acestea se numesc „franje secundare de di- 
ractie”. 

Difractia prin. două și mai m ini i echidi 

Ban le n 2 ft și mai multe Jante liniare plane şi echidistamte. 

țeaua de difracție. Se remarcă din studiul prezentat mai sus că poziţia 

pS | fata 


Fig. 7.4.7 Fig. 7.4.8 


franjelor de difracție, în planul focal al lentilei L, nu depinde de poziţia 
fantei AB în planul MN. Aceasta înseamnă că dacă s-ar deplasa fanta, 
AB în lungul axei Oz, poziţiile franjelor de difracție în planul Par rămine 
aceleaşi. Pe baza acestei proprietăţi au fost realizăte reţelele de difracție, 
care sint sisteme formate din mai multe fante identice, echidistante 
între. ele. 


Pentru a studia imaginea de difracție obținută cu un astfel de sistem 
este instructiv să analizăm mai întîi cazul în care ecranul MN conține 
două fante identice, de lărgime b, separate între ele printr-un interval 
opac, de lărgime a. Se observă (fig. 7.4.7) că în acest caz, în planul focal 
al lentilei L se vor obţine franjele de difracție secundare, date de către 
fiecare fantă în parte (suprapuse bineînţeles), dar și franje de lumină 
datorate interferenţei tasciculelor ce trec, prin cele două fante. Poziția 
acestor franje de interferenţă este dată de condiţii de maxim şi minim de 
forma (7.3.12), respectiv de Fo 


d- sina, = nà; n=0, 1, PA 
7.4.24) 
2n + 1 


e i we i a 


ucit d =a + b >b, pentru n == m p9 obține, din compararea con- 
pica (7 peri (7 bd. CĂ An < m: Înseamnă că între două ester 
întunecate de difracție secundare se dispun mai multe franje de inter A 
rentă luminoase (fig. 7 4.8.). Intensitatea acestor franje de interierenţ: 
va, fi „„modulată” deci, de tranjele de difracție. fyr. SAN 
În adevăr, pinînd cont de (7.4.19), amplitudinea rezultantă din iner A 
ferarea celor două fascicule ce provin de la cele două tante vecine va 


- 
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dată de expresia 


B, = VE + EF 2Bacose = 2B,cos -£ ; p = sina (7.4.25) 


+ 


respectiv cu (7.4.19) şi (7.4.20) 


KA 2 

sin( sina) isi 3 
L= L| — cost (zaia), (7.4.26) 
Sina 


Se poate demonstra uşor [10] că în cazul a N fante drepte echidistante, 
practicate într-un ecran plan reţea de difracție prin transmisie, de cons- 
tantă d = a + b), avem ` 


Ter E E N 
Sın T sina) Sın Aat sinai) 
| (7.4.21) 
e Nsin (3 sina) 
A L A 


în care fireşte, de astă dată Io ~(N : Ea). 

Poziţia tranjelor luminoase de interferență va fi determinată şi. în 
acest caz de condiţia ca diferența de drum d sin « să fie egală cu un 
multiplu întreg de lungimi de undă. Deci 


d sina = nh; n=0, 1„2,... 1- (7.4.28)- 


Pentru aceste maxime, numite şi „maxime principale”, intensitatea 
luminoasă va fi dată de relaţia 3 


f n( 2 E JE 
sin| —— sina , 


(Iq)max = Io A "E (7.4.29) 


Dar, între două astfel de maxime principale se vor găsi N—1 minime, 


Pre ut A SI a R i 
corespunzătoare condiţiei : sin 20 sina) = 0, cu sin Er: +0 şi 
ale căror intensitate este cu atit mai mică cu cît 
4.9). Întrucît intensitatea maximelor principale 
iar a celorlalte scade cu creşterea lui N, înseamnă 


tot atitea maxime, : 
N este mai mare (fig. T 
este proporţională cu N?, 
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că pentr retes ifracti y gi 
si Ana reţea de difracție formată din multe fante, vizibilitatea V va 
avea Valori apreci: ai i ii J Fy aa 
de K i apreciabile numai pentru maximele principale de interferenţă, 
pare tormează 'spectrul de difracție al reţelei. Wa’ 
i NS ua de tipul celei schițate mai sus (prin transmisie) au 
st realizate de cătr g ter, iar discipolii săi Ro i 
ate de către Fraunhoiter, iar discipolii săi Rowland și Wood aw 


Fig. 7.4.9 Fig. 7.4.10 


ridicat la mare fineţe tehnica, de realizare a reţelelor de difracție, ajungin- 
du-se la reţele cu N = 1200--1700 fante/mm. Au fost realizate și reţele 
prin reflexie de pe suprafeţe plane sau concave, precum şi rețele de fază 
(sau reţele de profil, vezi fig. 7.4.10), în care fasciculul incident se reflectă 
pe suprafaţa dantelată (în dinte de fierăstrău sau în scară) a reţelei. 
Primele, prezintă avantajul că nu necesită folosirea lentilei L, iar celelalte, 
permit mărirea intensității franjelor de difracție a unor ordine superioare 
(m > 1), ceea ce are mare însemnătate în măsurătorile de lungimi de 
undă A. 

În adevăr, se constată uşor că puterea de separare AA a două franje 
(linii) corespunzătoare lungimilor de undă à şi à creşte odată cu ordinub 
n al spectrului. Dacă se admite că cele două radiaţii se disting între ele 
atunci cînd un maxim de ordinul n al radiaţiei à se suprapune cu minimul 
de ordin n + 1 al radiaţiei ^, atunci, pentru a reţea cu N fante pe uni- 
tatea, de lungime se poate serie: ; 


dsin o, = n; SIN ag = nàg pentru maxim 
d sin dg = na + àN pentru minim. 
Rezultă niy = mda F al N 
respectiv, pentru puterea de rezoluţie r (vezi (7.3.38)) 


r= Aa al = nN., 
A 


A — Aa A j; 


(7.4.30) 


- ; int iret = 10t fante/ nm, 
Acest rezultat arată că, cu ajutorul unei rețele cu N ant 
s-ar obţine în spectrul de ordinul trei (n = 3) o rezolvare a liniilor où 
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15000 Å, care nu diferă între ele cu mai mult de 0,02 Å (A/Ah=nN = 
=105). De aceea, rețelele de difracție se folosesc ca elemente „dispersive“ 
în spectroscoapele optice. 

c) Difracția radiaţiilor X. Acest tip de difracție a inceput să fie stu- 
diat după ce în anul 1912 Max von Laue propune metoda difracției radiații- 
lor X pe structuri cristaline na- 
turale, ca peo metodă care să 
ateste natura ondulatorie (elec- 
tromagnetică) a acestor radiaţii. 
Experiențele efectuate au do- 
vedit într-adevăr acest lucru, 
dar metoda difracției radiaţiilor 
X a rămas ca o eficiență cale de 
investigare a simetriilor interi- 
oare ale structurilor cristaline. 
De aceea, studiul difracției radia- 
țiilor X (radiaţii electromagne- 
tice cu A=0,3—300 Å) prezintă 
nu numai o importanță prin- 
cipială, ci şi una practică. Dar 
un astfel 'de studiu se poate Fig. 7.4.11 
aborda prin analogie cu difrac- 
ţia luminii pe reţele, aici rolul reţelei de difracție jucindu-l reţeaua cris- 
talină (pentru detalii, vezi vol. II al prezentei Ilycrări). 

în figura 7.4.11 este prezentată o celulă dintr-o astfel de rețea (col- 
ţurile celulei fiind nodurile reţelei) și două raze I, şi I, care se diiractă pe 
nodurile O şi 0” ale acesteia. Dacă prin e şi e, se notează versorii razelor 
incidente, respectiv & celor difractate și prin r = ma +nb + nze vectorul 
de poziție al nodulului 0’ în raport cu Oln, no na fiind în general trei 
numere întregi, egale cu 1 în cazul de faţă, iara, b, şie constantele reţelei), 
atunci se vede că „diferenţa de drum” dintre cele două raze T SE Pa 
va fi dată de 


A=O0B—O0'A =—r':e,—r-e, c r e; e— e- ej (T.4.31) 


Acestei diferențe de drum îi va corespunde o diferență de fază 
p= e= ae bre tere) f (7.4.32) 
și prin analogie cu condiţia (7.3.12), se vor obţine maxime pentru 


p= oră e) = 2rn; QUO li S 


(7.4.33) 
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unde (h, k, 1) 
Notind cu «, f şi y cosinuşii directori ai 


grafic e (a, b, Li ) ȘI CU 20 un hi 1 l . Die T) 
] 3 E] ul d ntre € Sl e fi J 1 4 t nei 
D ð A é y t=] y 2 ( 8 1, b), atu 


nt trei numere întregi (numite indici Miller ai direcției E) 


versorului e față de axele cristalo- 


a:e = 2aasinð = hà; b:e= 2bsin0 = kà; c:e = 2oysin0 = 1) 


(7.4.34) 


relații numite şi „ecuaţiile lui Laue”. Dacă se notează prin døm distanța 
dintre două plane reticulare vecine, paralele între ele, care conţin şi nodu- 
rile O şi respectiv O” şi care taie axele cristaline în puncte de coordonate 
ajk, b/k, clk ((h, k, 1) reprezintă indicii Miller ai planului respectiv, iar 
Ek; k, x indicii Miller ai unei direcţii perpendiculare pe acest plan), atunci 
se vede că 


Ioe n z Popunie (7.4.35) 


Li 


ceea, ce înseamnă că expresiile (7.4.34), împreună cu (7.4.32), pot fi reduse 
la, forma, 


2dimsin0 = nà; n = 0, 1, 2... (7.4.36) 
S 
Această relație este cunoscută sub denumirea ‘de „formula lui Bragg”. 
Întrucît cosinuşii directori «, 6, y satisfac condiţia evidentă 


Li 


a + B +y = 014.37) 
atunci 
J 
= .4.388 
dinni oo (7.4.38) 
a 
şi deci-eondiția de maxim (7.4.86) primeşte forma 
TE N 
2sin0 = An je + y Waa n = 0, 1; AA (7.4.39) 


. 


Pentru o anumită lungime de undă A şi o anumită ue A ana Ei 
aţi aţi 9) determină direcţia în care se tormeaz: 
diaţiilor X, relația (7.4.89) i Torrensa man 
j i | ticulare (Akl). Pe un ecran tluoresce 
de difracție pe diverse plane ret rad paos esa ană SI 
i Lică ractie (lauegramă), 
; fică) se va capta o imagine de di (laui : c h 
pah iog într-o anumită simetrie, corespun 
j ÍS ete) aşezate într-o ă ă ] 
dintr-un sistem de puncte (p i l kon m dorin ae 
imetriei str 3 respective. De nota şi lung 
x toare simetriei structurii cristaline re tiv C Fer 
pată i trebuie să satisfacă o anumită condiţie, care se obţine din (7.4 ) 
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deoarece sin 0 < 1; 1/n <1şid <a (a fiind cea mai mare valoare dintre 
constantele cristalinografice a, b și c). Această condiţie este 


à <24. (7.4.40) 


N d) Noţiuni de holografie. Holografia este o metodă interesantă de 
înregistrare şi apoi de reconstituire a imaginilor optice ale obiectelor, 
bazată pe ditracţia fasciculelor de lumină coerentă. Această metodă a fost 
propusă de către Denis Gábor în anul 1948 şi realizată practic cu fascicule 
laser în anul 1962 de către E. Leith şi J. Upatnieks. 

Principiul holografiei constă în utilizarea a două fascicule de lumină 
coerente, unul reflectat pe o oglindă plană 0,, iar celălalt difractat pe con- 
turul obiectului O, (fig. 7.4.12), care prin suprapunere interferează cu pro- 
ducerea de franje de interferență. Aceste franje sînt înregistrate pe placa 
fotografică E, obţinindu-se astfel o hologramă, adică o complicată imagine 
de interferență, care va deține o mare cantitate de informație despre 
obiect, pentru că holograma va conține informații atit despre variațiile de 
fază, cât şi despre cele ale intensității undelor de lumină difractate de către 
obiect. De aceea, holografia reprezintă o metodă de înregistrare completă, 
a informaţiei pe care o poartă radiaţia care s-a reflectat pe obiect (holos = 
întreg, graphos = înregistrare, în greaca veche). Am putea spune că spre 
deosebire de fotografia obişnuită, care ne dă informaţii numai asupra varia- 
ţiilor intensității undelor luminoase reflectate de către obiect, holograma 
conţine şi informaţii asupra fazelor acestor unde. Toate aceste informaţii 
pot fi valorificate prin reconstituirea imaginii obiectului cu ajutorul holo- 
gramei. În acest scop, holograma se expune în calea unui fascicul paralel 
de radiaţii monocromatice (raze laser) care se va difracta pe imaginea de 
interferenţă înregistrată în hologramă şi va reconstitui „în relief” imaginea 
obiectului (fig. 7.4.13). în realitate, lentila convergentă L suprapune 
razele fasciculului transmis de către hologramă, în 'așa fel încît acestea repro- 
duc forma (imaginea) spaţială a obiectului. Se poate demonstra că se for- 


1 


Fig. 7.4.12 Fig. 7.4.13 


mează atât o imagine reală 0', cît şi una virtuală 0”, iar pentru a putea fi 
observate (fără PR interpune una în fata, celeilalte) Leith şi Upatniecks 
înregistrează holograme cu fascicule ce cad oblic pe placa E. Aceste fasci- 
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cule sînt obţinut ir 
» obţinute de la aceeaşi sursă 
d mei de la aceeași sursă laser, prin despărți j 
nt în cele două fascicule 1, şi I e E 
Astăzi holografi intă o te m 
Astăzi holografia reprezintă o tehnică 
Ă i grata reprezintă o tehnică p i Î 
astrares y sadar j i En 5 ES ; 
păstrarea şi redarea unei mari cantităti Aa e agha iar (0%, fen 
ntităţi de 'maţie, pentru că fi 
ție, Į iecare 


a) N b) 


Fig. 7.4.14 


Ld 


parte din hologramă conţine informaţii complete despre obiect. Au fost 
realizate o mare varietate de aranjamente experimentale pentru a obţine 
holograme atit în lumină monocromatică, cât şi holograme color. În figura 
1.4.14 sînt schițate, două astfel de montaje. În primul montaj se obține o 
hologramă monocromatică, cele două fascicule laser putînd fi conduse prin 
tuburi de sticlă, care reprezintă de fapt nişte „conductoare de lumină” 
iar în cel de al doilea se folosese două fascicule laser cu 1, # àz care vor 
da o hologramă cu posibilități de reconstituire a imaginii colorate a 
obiectului. ă : 

De notat că metoda holografică poate fi utilizată cu succes în studiul 
unor procese şi fenomene de importanță tehnică. De exemplu, folosind 
metoda interferometriei holografice, în care unul dintre fasciculele de 
lumină este trecut printr-o hologramă înregistrată pentru un corp nedefor- 
mat, iar al doilea prin holograma corespunzătoare corpului deformat, 
se vor obţine imagini de interferenţă în care se vizualizează tensiunile de 
deformare ce se nasc în corp. Prin această tehnică pot fi studiate mişcările 
de vibrație ale corpurilor, turbulenţa fluidelor precum și o serie de alte 


procese rapide. 


$ 7.5. DISPERSIA LUMINII 


Dispersia luminii apare în aşa numitele medii dispersive în care viteza 
de' propagare a luminii depinde de lungimea ei de undă A Aşa oum „se 
știe, fenomenul de dispersie a lumini a fost descoperit de către Newton, 
la trecerea, unui fascicul de lumină albă prin două prisme de sticlă îneruei- 
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şate şi a stat la baza teoriei newtoniene a culorilor. Potrivit acestei teorii, 
fiecare radiaţie luminoasă monocromatică produce senzaţii de culoare 
diferite, funcție de lungimea, ei de undă à. Au fost definite gapte culori de 
bază care formează spectrul rogvaiw (rogu, oranj, galben, verde, albastru, 


indigo şi violet), un corp putind apărea colorat prin reflexie sau transmisie, 
după cum este reflectată sau transmisă selectiv radiaţia cu o anumită lun- 
gime de undă à (culorile fiind în acest caz complementare). 

Mai tirziu Cauchy stabileşte că pentru mediile dispersive normale 
indicele de refracție depinde de lungimea de undă conform relaţiei 


B 


m => At (7.5.1) 


cunoscută sub denumirea de „formula lui Cauchy”. În această formulă, 
A şi B sînt două constante specifice mediului dispersiv respectiv (4 > B). 

Prin urmare, un mediu optic cu dispersie normală este caracterizabil 
printr-un indice de refracție a cărui valoare scade odată cu creşterea lui >. 
Această variaţie reprezintă curba de dispersie (fig. 7.5.1, a). Ulterior s-a 
constatat că există şi substanţe (cum sint soluţiile de iod, cianină, fuxină 
ete.) pentru care curbele de dispersie posedă maxime și minime (fig. 
1.5.1, b). Aceste cazuri de dispersie au fost numite „anomale”. 

De notat că în caracterizarea cantitativă a fenomenului de dispersie 
se folosesc citeva mărimi ce intervin la dispersia, razelor de lumină printr-o 
prismă optică (fig. 7.5.2). Astfel, avindu-se în vedere că deviația minimă, 


n n 


a) 


Fig. 7.5.2 


Fig. 7.5.1 


A, a unei raze printr-o prismă de unghi A și indice de refracție n este 
dată de 
A, = A(n — 1) [(7.5.2) 


s-a definit puterea de dispersie P prin formula 


PRE St R (7.5.3) 
Ap npt l 
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25 — c, 111 


An Care Nr, Nc, Np Sint indici de refract 

radiaţiilor cu Ap = 4861 A; Ao = 6563 À ( 

Ap = 5893 À (din spectrul natriului) 
Inversul puterii de dispersie 


ie absoluți ai prismei, corespunzători 


din spectrul hidrogenului) şi 


(7.5.4) 


reprezintă „numărul lui Abbe”, putind fi determinat experimental cu 
ajutorul retractometrelor. Funcție de valorile pe care le au aceste mărimi 
sticlele optice au fost împărţite în două clase : sticle crown sau sticle slab 
dispersive (v = 50 60; P = 0,02; np = 1,3 - 1,7) şi sticle flint san 
puternic dispersive (v = 30 — 40; P = 0,033; np = iE — 1,9). 

Pentru explicarea proprietăților dispersive ale mediilor optice în 
cadrul teoriei electromagnetice a luminii s-a folosit; legea care leagă indicele 
de refracție de constantele electromagnetice de material e și u, adică for- 


mula (6.10.39). Pentru medii nemagnetice (u, = 1), această relaţie se 
reduce la forma 


n = Ve, (7.5.5) 


şi permite obţinerea unor valori corecte pentru n, din valorile constantei 
dielectrice relative e, pentru o serie de substanţe (vezi tabelul de mai jos), 
dar nu pentru toate. La apă, spirt și o serie de corpuri solide cum sînt sti- 
clele optice, se vede că m < e, 


Substanța e n? | Substanța 


r Er n? 
| | 
| | | 
Azot 1, 000307 1,000299 ,| apă 78, 00— 10,00 1,333 
Hidrogen 1,000139 1,000139 spirt 25, 00— 20,00 1,362 E 
Heliu 1,000035 1, 000037 sticlă 4—10 1,500—1, 70 
Benzol sila! 1,501 


a 0 Oa INN SE e Ie ee 


Explicarea acestor diferenţe, inclusiv a fenomenelor de dispersie 
normală şi anomală s-a putut face în cadrul unei „teorii leaten aa a 
propagării undelor de lumină prin diverse medii. Drude şi tonn LE A 
exemplu, dezvoltă această teorie pentru mediile dielectrice, plecinc 8 
următoarele premise: mediile optice dielectrice ne iatuclica e Dol 3 
zează în prezența undelor de lumină, datorită acţiunii vector ului ap > i 
al undei care antrenează electronii din mediu (electroni legaţi Su să be 
atomilor sau a moleculelor) într-o mişcare de oscilație. Această po a nas 
determină o modificare constantei dielectrice s, şi deci şi indicelui 
pci i a arăta, că intervin variaţii care depind de lungimea de prd 
se va admite că unda de lumină este monocromatică, vectorul eì elec 
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variind armonic în tinp 


E = Ee“, (7.5.6) 


Prin urmare, electronii din mediu vor fi antrenați într-o mişcare oscila- 
torie armonică în jurul poziţiilor de echilibru (ale atomilor sau molecu- 
lelor), aceste mişcări generind dipoli elementari oscilanţi de forma, 


D Enea (1.5.1) 


Amplitudinea p, a acestor dipoli este determinată de forțele ce acționează 
asupra electronilor în cursul mişcării, respectiv de forța electrică F, = eE, 
de forța elastică F = —kx şi de forța de frecare F, = —8X. Se va obține 
o ecuație de mişcare de forma 


mX% = eE — kx dacă F; x 0 (7.5.8) 
respectiv 


i ox- — Ee (7.5.9) 
m, 


(1) 


unde o = Ym reprezintă pulsaţia proprie de oscilație a electronilor 
Cu o soluţie de forma 
EED A (7.5.10) 


pentru ecuația (7.5.9), se obține uşor expresia 


2 
p=ex = oe = poeta! (7.5.11) 
Mo 9 a CE) 


Atunci, vectorul de polarizaţie P va avea amplitudinea Po = NPo şi folo- 
sind relaţia (6.6.129), rezultă 


Pa tir aN E (7.5.12) 


2 2 
oo Moo j 0070 


Aici N, reprezintă numărul de electroni pe atom (moleculă) aflați în starea ĵ- 
A amițind că pentru mediile dispersive normale œ; > a, se poate serie 


a Sri 
EE ai PECA Hariri t) 
Moo F 207 004 Moto F o ay o 
(7.5.13) 
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4 


= 0 înt i i 
care, cu 6 = 2re/à, trece într-o relație de tip Cauchy generalizată 


B C 
a = A —— — 
n ar 2 toa Ti (1.5.14) 


Calculele de mai s V A ) a 
de mai sus au fost efectuate în aproximația în care 'cîmpul 


P T 1i i 
Lorentz E, = TA P (vezi § 6.6.4) poate fi neglijat în comparație cu cîmpul 


S 


. 0 . . 
electric E al undei luminoase. În general, însă, cînd această aproximație 
nu este valabilă, ecuația (7.5.9) trebuie înlocuită cu i 


> P 
mă 4 Thy (E să = (7.5.15) 
E0 


şi prin calcule analoge celor efectuate în § 6.6.5, se obține o lege de disper- 
sie de forma s 


n?— i Ne N, 


m +2  3mp 3 O O- 


(7.5.16) 


De remarcat că pentru un mediu optic de masă molară M și densitatea p, 
întrucît N = Nup/M, pentru œ = const. se poate serie 


n? — 1, M 
m +2 gN, 


=> (pilule (7.5.17) 


Mărimea, R se numeşte refracție molară, iar relaţia, (7.5.17) este cunoscută 
sub numele de formula lui Lorentz. Refracția molară este o mărime aditivă 
(REND e, ind fracțiile molare ale componentelor), aşa încît deter- 
mirarea, ei oferă informaţii asupra compoziţiei mediului respectiv. 

Din studiul prezentat mai sus se poate intui că dispersia anomală 
apare în acele medii pentru care o = o. În aceste condiţii, se vor obţine 
rezonanţe însoţite de absorbţie. Absorbţia este dată de forțele de frecare 
F, = TS, ce intervin. În aceste condiții, ecuația de mişcare a electro- 


nului ia forma 


ip yi poa CE (7.5.18) 
m 


(0) 


iar pentru indicele de refracție se obține o expresie complexă de forma 
(vezi şi § 6.6.5) ; 


A e N; (7.5.19) 


2 N — w2 
Moto T O0 T IA T O 


unde s-a notat mă = 1 pentru vid. Folosind, pentru domenii de frecvenţe 
restrînse (în jurul lui wọ), aproximaţia 


03, — w? = 2o0p(bo — o) (7.5.20) 


şi separind în (7.5.19) părţile reale n, şi imaginare m, ale indicelui de 
refracție, se obțin expresiile 


2 1/2 
m oa E [5 a] (1.5.21) 
- T 2mo 4log — o) + y 
ȘI 
2 25 1/2 
m = I {ñ} = E de. NA TE | (7.5.22) 
To MoE Sloy — 0) FY 


Reprezentarea grafică a acestor funcții este dată în figura 7.5.3 şi se 
vede că n,(w) descrie fenomenul de dispersie anomală, în timp ce n(o) 
descrie o absorbție de rezonanță. ; 


Studiul de mai sus poate fi extins şi asupra mediilor conductoare, în 
care caz răspunzători de fenomenele de dispersie și absorbție sînt în deosebi 
electronii de conducție [19]. Acest studiu explică de ce metalele sînt 
transparente doar în domeniile infraroşu ale spectrului luminos. 


Fenomenul de dispersie prezintă şi un deosebit interes practic, deoa- 
rece mediile optice dispersive sînt folosite în realizarea instrumentelor optice 
(a acromatelor, de exemplu). Un domeniu important de utilizare a disper- 
siei este cel al spectroscopiei optice care vizează obținerea și studiul spectre- 
lor de lumină (de emisie sau de absorbție). Aparatele optice folosite în acest 
scop poartă numele generic de spectroscoape (spectrografe — dacă spectrul 
se înregistrează pe o placă fotografică, speetrometre — dacă se înregis- 


n 
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Fig. 7.5.3 Fig. 7.5.4 


trează cu mijloace electronice), Toate spectroscoapele folosesc medii dis- 
persive (prisme sau rețele de difracție) care descompun lumina în compo- 
nentele sale spectrale. În figura 7.5.4 este prezentată schița unui spectroscop 
cu prismă. Radiația luminoasă pătrunde în spectroscop printr-o fantà lini- 
ară F, este colimată apoi cu ajutorul lentilei L, în aşa fel încît străbate 
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a il a oua i i 
ub formă de fascicul paralel prisma P. În aceasta 


ŞI apoi fasciculul este focalizat de E N E 


a către lentila L, ( ită şi lenti 
ari a ee Nae 4 a L, (numită si lentilă, 
eri e d anu E, pe care se înregistrează, spectrul ea ti cdi 
i ere și s s tr dintr-o casa de imagini liniare distincte ale fantei F 
e de către hecare componentă spectrală A di ci inci iind 
doae pa Pra Į din fasciculul incident, fiind 
Desio RA A è A " . . a 
PRRD că în acest caz se impun cerinţe privitoare la vizibilitatea, 
iii eee „ Dacă se are în vedere aceeași condiţie de vizibilitate a spec- 
ei a Și în cazul difracției prin rețele, adică maximul pentru A să se 
i prapună cel puţin peste minimul pentru à — dà, atunci puterea de rezo- 
uţie a prismei este dată de [19] 


ER (A (7.5.23) 


b fiind baza prismei. În general se obțin puteri de rezoluție mai mici 
decit în cazul reţelelor (prismele optice se obțin însă mai uşor decît reţe- 
lele de difracție), dar suficient de bune pentru analiza, calitativă, şi canti- 
tativă a intensității şi lungimii de undă ale liniilor spectrale. Din această 
analiză, spectrală se obţin informaţii cu privire la tipul şi cantitatea de 
atomi (molecule) care au emis spectrul respectiv. 


$ 7.6. ABSORBȚIA ȘI DIFUZIA LUMINII 


În $ 6.10.5 s-a arătat că dacă în propagarea unei unde electromag- 
netice intervine absorbția, atunci vectorul ei electric E (respectiv cel 
magnetic H) va prezenta o scădere exponențială în lungul direcţiei de pro- 
pagare. Experienţa a arătat că legi de formă exponențială sînt specifice 
tuturor fenomenelor de absorbţie a undelor. În cazul luminii, o astiel de 
lege a fost pusă în evidenţă încă din anul 1729, de către Bouguer şi apoi 
fundamentată de către Lambert în anul 17 60, pe baza următorului raționa- 
ment : fiecare strat de grosime dz dintr-un mediu optic omogen şi izotrop 
produce o scădere a intensității luminoase proporţională cu dz, aşa încît 


se poate serie 
— dI = kI dx (7.6.1) 


respectiv prin integrare 
I= pe”. (1.6.2) 
ează experimental că absorbţia luminii 


în anul 1852, Beer demonstr 
țională cu concentraţia © a moleculelor 


într-un mediu omogen este propor 
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din respectivul mediu. Deci 


I = I7 (7.6.3) 


Ulterior s-a constatat că această lege este valabilă numai pentru medii 
gazoase rarefiate, respectiv pentru soluții lichide diluate, cînd coeficienții 
de extinctie e, sînt constanți. În astfel de cazuri, pe baza legii lui Beer 
(7.6.3) se pot determina concentrațiile soluţiilor, făcîndu-se măsurători de 
absorbţie a luminii. În acest gen de măsurători trebuie să se ţină însă seama 
şi de prezenţa unui alt fenomen care contribuie la diminuarea intensității I 
a fluxului luminos transmis de soluţie. Este vorba, de fenomenul de împrăș- 
tiere sau de difuzie a luminii pe împurităţile existente în medii, respectiv 
pe fluctuațiile concentraţiei sau ale densităţii acestora. Din această cauză, 
măsurătorile de absorbţie ale luminii în soluţii se fac prin compararea inten- 
sităţilor transmise prin două cuve transparente identice, una conținînd 
solventul, iar cealaltă soluţia de studiat. 

Experienţa arată că difuzia luminii albe se face diferențiat (spectral), 
funcţie de mărimea particulelor difuzante. Astfel, odată cu scăderea 
dimensiunilor geometrice ale acestor particule creşte împrăștierea, undelor 
cu lungimi de undă mici. Pe baza acestui efect, Tyndall explică culoarea 
albastră a cerului senin. Tot radiațiile cu lungimi de undă mici sînt absor- 
bite mai puternic în atmosfera ce conţine praf şi fum, ceea ce explică 
culoarea roşie pe care o capătă orizontul la răsăritul şi apusul Soarelui. 

Teoria clasică a difuziei luminii a fost creată de către Rayleigh. El 
admite ca surse ale difuziei, variațiile locale (oscilaţiile) ale vectorului pola- 
rizare P, ce apar în mediul respectiv în prezenţa undei luminoase. Aceste 
oscilaţii ale lui P retransmit dituzant (în toate direcţiile) unda luminoasă 
incidentă. Admiţind că intensitatea luminii difuzate este proporţională 
cu patratul amplitudinii şi al frecvenței de oscilație a lui P, atunci pe baza 
expresiei (7.5.11) se poate serie 


472 - 
Isi = k NoD a (7.6.4) 
Ta 
ee 
v 
şi întrucît I, ~ Ek rezultă ; 
Iai ; Ne N 
U e a E e (7.6.5) 
Io me EN OSADA A 
(9) 2 


(unde s-a presupus v2 > 2). Această ultimă relaţie confirmă ipoteza lui 


Tyndall. ; i aky : i 4 
Pentru particule difuzante de: dimensiuni mai mari, teoria a fost 


creată de către Mie, care obţine o relaţie de forma 


Za pp A (7.6.6) 
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„Se găseşte în acela 
unghiul de difuzie 
conform relaţiei 


şi timp că intensitatea, 


luminii it l 
& (ubgitini ae la uminii difuzate depinde de 


raza difuzată şi raza incidentă, 


Iau = TAL + cos20). (7.6.7) 


Un caz interesant ifuzie i 

Z Tes: vensivă inii 
A E pa aie ant de difuzie intensivă a luminii este „opalescența 

' » n care diluzia se produce pe fluctuațiile densităţii mediului, deve 
nite maxime în starea critică. i 4 

Analizindu-se struct inii di 
ALA -5e str A IV 4 Ă i 

ry ea arie uotura luminii difuzate (structura spectrală şi gra- 
sias er lo ar e), s-au găsit o serie de aspecte interesante cu privire la 
n an spectrală şi la starea de polarizare a acesteia. Astfel, s-a consta- 
a că umina, difuzată este parţial polarizată, iar în spectrul ei apar şi 

ii spectrale inexistente în lumina incidentă. Aceste linii au o frecvenţă, 
ce se poate obţine din compunerea frecvențelor radiaţiei incidente cu frec- 
vențele proprii de vibrație ale moleculelor. De aceea, fenomenul a primit 
denumirea de „difuzie combinată” sau difuzie Raman şi el constituie în 
același timp o tehnică utilă în studiul spectrelor moleculare [64]. 


$ 7.7. POLARIZAREA LUMINII 


'Transversalitatea, undelor luminoase trebuie să se evidenţieze şi prin 
lipsa, simetriei axiale a intensității lor. Multă vreme însă, un astfel de efect 
nu a putut fi obţinut din cauză că în fasciculele de lumină naturală intervin 
o mulţime de unde ale căror vectori luminoşi au faze și direcţii de vibraţie 
arbitrare (vibraţiile fiind perpendiculare la direcţia de propagare a fasci- 
culului). În schimb, dacă un astfel de fascicul este trecut printr-un mediu 
optic care transmite selectiv undele ale căror vibrații luminoase sînt conți- 
nute într-un singur plan, atunci fasciculul transmis ar trebuie să prezinte 
o asimetrie axială. Un astfel de efect a fost observat pentru prima dată de 
către Huygens (în anul 1790) la razele ordinară şi extraordinară ce se obţin 
prin dublă refracție pe o lamelă de spat de Islanda, dar el nu a putut îi 
explicat decît după anul 1808, cînd Malus introduce noţiunea de polari- 
zare, iar Arago şi Fresnel leagă această noţiune de transversalitatea undelor 
de lumină. 

În $ 6.10.5 s-a arătat că există trei tipuri de polarizare a undelor 
electromagnetice și anume : polarizare liniară sau plană, polarizare eliptică 
şi polarizare circulară. O undă este polarizată liniar dacă vectorul ei elec- 
{ric vibrează mereu într-un singur plan ce conţine şi direcţia de propagare 
a undei, numit plan de vibraţie. Planul perpendicular pe cel de vibraţie şi 
care conține vibraţiile vectorului magnetic al undei poartă numele de plan 
de polarizare. Înseamnă că în cazul unei unde liniar polarizate amplitudi- 
nile E, şi H, sînt vectori reali şi constanţi în timp. 
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Pentru a obţine lumină liniar polarizată, dintr-un fascicul de lumină 
naturală (nepolarizată) va trebui, deci, să selectăm cu ajutorul unui dispo- 
zitiv de polarizare, toate undele ale căror vectori luminoși vibrează în 
acelaşi plan. Un astfel de dispozitiv se numeşte polarizor, el putind îi uti- 
lizat şi în calitate de analizator, cu scopul de a studia variaţia axială a 
intensității fasiciculelor polarizate. Dacă direcţia de transmisie a analiza- 
torului face un unghi 0 cu planul de vibraţie al undei incidente, atunci 
întrucit pentru unda transmisă 


E, = E, cos0 (7.7.1) 
intensitatea luminoasă a undei transmise va fi legată de intensitatea undei 
incidente prin intermediul relaţiei 

1, = 1900826, (7.7.2) 
relaţie care constituie legea lui Malus. Se constată astfel că la rotirea anali- 
zatorului în jurul direcţiei de propagare a fasciculului cu 27, intensitatea, 


undei transmise de către acesta variază între valorile maximă Imar = Io 
şi minimă Imin = 0. Mărimea 


P = Inas — Lmin (7.7.3) 
Iliz SF Tmin 


| poartă numele de grad de polarizare. Pentru fascicule liniar polarizate 
? = 1, iar pentru cele naturale Z = 0. Dacă 0 < P < 1 pentru un anu- 


T mit fascicul luminos, atunci acest fascicul va fi parţial polarizat. 


Polarizarea eliptică şi circulară apar în urma interferenţei a două 
unde liniar polarizate în plane reciproc perpendiculare. De exemplu, dacă 
între cele două unde există o diferență de fază constantă Aq = s — 9, = 


= $ ai (vibraţiile lor luminoase făcîndu-se în lungul axelor Oz, respectiv 


Oy), atunci pentru unda rezultantă se va putea scrie 


T 
; i (ot—kz+ : i : 
E = Epe A E (ott 2) — (Eos + iE) ®t = Epei, 


(7.7.4) 
Aici mărimea 
E, = Eez =H iEoy (7.7.5) 


reprezintă amplitudinea complexă a undei rezultante. Se poate verifica uşor 
că expresia (7.7.4) reprezintă o soluţie pentru ecuaţia diferențială a undelor. 
Ea descrie însă o undă pentru care vectorul luminos se roteşte în jurul 
direcţiei de propagare (în sens orar pentru semnul (—) în (7.7.5) sau anti- 
orar pentru semnul (+), faţă de un observator care priveşte în sensul lu: 
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k), extremitat i ii i 

Ep atea lui descr să À E ] i 

SA a a Ape te o elipsă, dacă Eo # Bo respectiv un cere, 

sa N. ap n pı ie caz, Spunem că, raza este polarizată eliptic (levo 

g entru (+) şi dextrogir pentru (—)), iar î i ă i 
pen g iar în al doil 'ă e i 

zată circular. picta asta 

ka De notat că exprimarea sub formă complexă a amplitudinii undelor 

de umină oferă posibilitatea unei descrieri matriceale a stării lor de pola- 

rzare. Intr-adevăr, luînd în locul lui (7.7.5) o expresie mai generală, de 


forma 
é. Ji ig 
P = 0! — Boze = 
0 fă | te } (7.7.6) 


care aici este prezentată sub formă de „matrice unicoloană” şi împărțind 
acest vector cu suma patratelor valorilor absolute ale celor două compo- 
nente se vor obține vectori care au componente egale cu +1 sau 0. Aceste 
matrice sînt cunoscute sub numele de „matrice Jones” [19]. Pentru o 
undă liniar polarizată (de exemplu în planul yOz pentru care Eo =B 


0z > 


$ ` 1 ; 
E» = 0), matricea Jones va fi de forma R , iar pentru o rază polarizată 


—i 
constă în aceea că prin calcul matriceal se pot stabili uşor stările de pola- 
rizare ale unei unde care rezultă din suprapunerea altor două unde. De 
exemplu, dacă se compun două unde polarizate cireular, una dextrogir, 
iar cealaltă levogir se va obţine o undă rezultantă polarizată liniar, pentru 


e 


Mai jos se va vedea că şi mediile care schimbă starea de polarizare pot fi 
reprezentate prin matrice pătrate, tratarea completă a acestei probleme 
fiind dată de către O. Gherman [25]. 

a) Polarizarea prin reflexie şi refracție. În $ 6.10.5 s-a arătat că 
la reflexia razelor de lumină sub incidenţă brewsteriană (tg ts = n), raza 
reflectată este liniar polarizată în planul de incidenţă 
(planul determinat de raza indidentă și de normala la 
suprafaţa de separație dintre cele două medii, în 
punctul de incidenţă), respectiv vectorul ei luminos v1- 
brează numai perpendicular pe planul de incidență 
(fig. 1.1.1). De asemenea, raza reiractată va îi par- 
ţial polarizată, în sensul că vibraţiile vectorului E, 
se fac preponderent în planul de incidenţă. Prin re- 
fracţii multiple gradul de polarizare al razelor re- 
fractate poate fi mărit pînă la 2 <1. 

b) Polarizarea mia dublă rapa e a 

tă că la propagarea luminii prin me ptice ani- 
zog Sai sit monocristalele, apar particularităţi 
tuneţie de direcția după care se propagă unda în ra- 


circular la dreapta, de forma | | Avantajul unei astfel de reprezentări 


port cu axele cristalografice. Aceste particularităţi sînt determinate de 
influența reciprocă, dintre cîmpul electric al undei şi cîmpul cristalin. 

Într-adevăr, sub influența cîmpului electric al undei luminoase, în 
cristal se vor induce dipoli electronici oscilanţi, ale căror direcţii de vibra- 
ţie şi amplitudini depind atit de direcţia de vibraţie a cimpului electric 
al undei luminoase, cît şi de simetria și intensitatea cimpului cristalin. 
Din aceste motive, constanta dielectrică a cristalului va avea valori dife- 
rite pe direcţii diferite în cristal, devenind astfel o mărime tensorială (vezi 
$ 6.6), iar vectorul inducţie electrică Dnu va mai fi, în general, coliniar 
cu vectorul cîmp electrice E. 

Pentru cristalele uniaxe (cristale care posedă o singură axă de sime- 
trie maximă) există trei direcţii în cristal, în lungul cărora cei doi vectori 
D şi E rămîn reciproc paraleli. Pentru aceste direcţii, notate cu Ox, Oy, 
Oz şi numite „axe principale”, constanta dielectrică e prezintă valori ex- 
treme (maximă, minimă şi staţionar-mijlocie), putindu-se serie relaţiile 


Da ea Dep go D S (7.7.8) 


Dacă într-un astfel de cristal pătrunde o undă luminoasă, atunci în el se 
vor obţine vibrații ale vectorului D în două plane reciproc perpendiculare 
Aceste vibrații se propagă în cristal cu viteze diferite, deoarece pe cele două 
direcţii constanta, dielectrică s = ge, are valori diferite, iar conform rela- 


tiei (6.10.39), pentru cristale nemagnetice v = Ss, Aspectu. calitativ a 


E; 
acestui proces de propagare poate fi prezentat cu ajutorul suprafețelor 
de undă (care în acest caz nu mai sînt suprafețe sferice) sau al elipsoidului 
constantelor dielectrice [16]. Raportat la axele sale principale, acest elip- 
soid va fi dat de ecuația ; 


Sj (7.7.9) 


De notat că pentru cristalele uniaxe c, = s, # e, aşa încît elipsoidul cons- - 
tantelor dielectrice devine un elipsoid de rotație (fig. 7.7.2). Va exista deci 
o singură direcție în cristal (direcția oz) în lungul căreia cele două vibrații 
reciproc perpendiculare (cele ce se produc pe direcțiile Oz şi Oy) se Vor pro- 
paga cu aceeaşi viteză, direcţie numită ază optică principală a cristalului. 

Întrucât v, = e/V e5; v: = c/f e3; v = c/f ei înseamnă că pentru 
a afla vitezele de propagare ale undei în lungul unei anumite direcţii din 
cristal, este suficient să aflăm secțiunea pe care o determină în elipsoidul 
constantelor dielectrice un plan perpendicular la direcţia de propagare a 
undei. Se va exemplifica această tehnică pentru eristalele uniaxe. Din 
această, clasă face parte și spatul de Islanda, o varietate de calcit (CaCO), 
care cristalizează în sistemul romboedric (fig. 7.7.3). Acest cristal posedă 
o singură axă C; şi orice direcţie paralelă cu ea reprezintă axa optică prin- 
cipală a cristalului. 
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Se numeşte plan al secțiunii principale prin cristalul uniax, planul 


cip velar axa optică principală şi de normala la suprafața sa în punc- 
ante e v * . . LA 

a ari ență. Este evident că o vibrație luminoasă perpendiculară, la, 
2 plan va fi în același timp și perpendiculară, pe axa optică principală. 


Fig. 7.7.2 


Deci, ea se va propaga mereu cu aceeaşi viteză, indiferent de direcţia razei 
prin cristal. În schimb, vibraţiile luminoase ce se fac în planul secţiunii 
principale se vor propaga cu viteze diferite, funcţie de direcţia razei față 
de axa optică principală a cristalului (fig. 7.7.4). Datorită refracției, aceste 
două raze se separă una de alta, formind o aşa zisă rază ordinară (0), ale 
cărei vibrații luminoase se fac perpendicular pe planul secţiunii principale 
şi o rază extraordinară (e), ale cărei vibrații luminoase se produc în planul 
secţiunii principale. 

Se constată uşor că în cazul cristalelor uniaxe există două direcţii 
în lungul cărora, la incidență normală, cele două raze nu se mai separă 
una de alta : una dintre ele este orientată pe direcţia axei optice principale 
(direcţie pentru care cele două unde au aceeași viteză de propagare v = 
=v,), jar cealaltă este orientată perpendicular la axa optică (vitezele de 
propagare fiind diferite v, £ Ve, dar razele nu se refractă). Prezenţa celor 
două direcţii se poate desprinde şi din schița suprafeţelor de undă ale 
celor două unde, prezentate în fig. 7.7.5. În figura 1.7.5, a sînt prezentate 
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cele două suprafeţe de undă, pentru un cristal uniax pozitiv (v >"), 
iar în fig. 7.7.5, b, pentru un cristal negativ (v < v,). De exemplu, în cazul 
spatului de Islanda, nọ = 1,658 şi n, = 1,485 pentru A = 5893 A, apm 
încît acesta este un cristal uniax negativ. 

Polarizarea prin dublă refracție constă deci, în separarea celor două 
raze, ambele fiind polarizate liniar, în plane reciproce perpendiculare, În 


ÎS 
LLD 
Prismā Wollaston Prismă Rochon 
Fig. 7.7,6 Fig. 7.7.7 


anul 1828, cristalograful W. Nicol realizează un dispozitiv simplu de polari- 
zare — nicolul — format din două prisme de spat de Islanda, lipite între 
ele cu balsam de Canada (o răşină naturală transparentă cu m = 1,550) 
Unghiurile prismelor de spat sint astfel alese, încît, la limita de separație 
dintre spat şi balsam, raza ordinară se reflectă total (fig. 7.7.6), fiind absor- 


| bită de baza înegrită a nicolului, iar raza extraordinară este transmisă de 


nicol. Astfel, nicolul poate juca rol atît de polarizor, cît şi de analizor. 
Deoarece balsamul de Canada este puternic absorbant în ultraviolet, 
au fost construite dispozitive de polarizare şi pentru această porțiune a 
spectrului luminos, două dintre ele fiind schiţate în fig. 7.7.7. Cele două 
prisme sînt realizate din cuarţ monoeristalin și lipite între ele prin con- 
tact optic. 4 ; i 
De notat că unele cristale, cum este turmalina, au pe lingă capacita- 
tea, de birefrigenţă şi pe aceea de a absorbi puternic una dintre raze. De 
regulă, această absorbţie se face selectiv, funcție de lungimea, de undă a 
radiaţiei, ceea ce determină o anumită colorație cristalului respectiv. Acest 
fenomen este cunoscut sub denumirea de dicroism. În ultima vreme, s-a 
dezvoltat tehnica preparării unor cristale biretringente artificiale, din rîn- 
dul cărora, se disting „polaroizii”. Un polaroid este format dintr-un ansam- 
blu de cristalite de herapatită (perioda ge sulfat de chinină), înglobate 
într-o masă plastică transparentă. 
onat Palarie eliptică și circulară. Acest tip de polarizare se poate 
obţine cu ajutorul plăcilor cristaline uniaxe care introduc diferențe de 
fază Ag constante între undele ordinare şi extraordinare, așa încît în urma 
interferenţei lor rezultă o undă, la care extremitatea vectorului luminos 
descrie o curbă exprimată prin ecuaţia (vezi și $ 6.10.5) 


PV 20 cosAe = sintAe (7.7.10) 


až as Aola 
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ETETEA CR e BP PRI INA 
stea $ 4 pda a dupaia d inile undelor ordinare, respectiv extraordi- 
căra SEENE A ţa ce or două unde se produce numai dacă ele se 
iai! De aceeaşi irecţie, caz ce se realizează atunci cînd razele cad 

al pe suprafața plană a lamelei de cristal uniax, avind axa optică 


principală conținută în acest plan 
(fig. 7.7.8). Pentru o lamelă de grosime 
d şi radiaţii luminoase cu lungimea de 
undă à, diferenţa de fază între cele 
două unde va fi dată de expresia, 
Ag = m (no — nd. (7.7.11) 


Se observă că pentru cazul cînd 


2T T 
—— (ne — nd =— I2 
(n Ne) A ( ) 


Fig. 7.7.8 


ecuaţia (7.7 .10) se reduce la ecuaţia unei elipse (respectiv a unui cerc, 
dacă a, = a.) şi prin urmare, unda transmisă de lamelă va fi polarizată 
eliptic (sau circular), De asemenea, pentru cazul cînd 


SE (n — nd = m (1.113) 


ecuaţia (7.7.10) se reduce la ecuaţia unei drepte şi deci, unda transmisă 
de lamelă va fi polarizată liniar. Deoarece în primul caz lamela introduce, 
între cele două unde, o diferență de drum optic (n, — nd = 1/4, ea se 
numeşte lamelă sfert de undă, iar în al doilea caz (n, — n.)d = 2, lamela 
va, fi o lamelă semiundă. Deci, lamela semiundă convertește o undă polari- 
zată liniar într-o undă polarizată eliptic (circular), dacă planul ei de polari- 
zare nu coincide cu planul secțiunii principale a lamelei. Această pro- 
prietate a lamelei (și în general a elementelor optice), de a modifica starea 
de polarizare a undei incidente poate fi exprimată cu ajutorul matricelor 


„(A : : P E 
Bones. Astfel, dacă 5 este matricea unicoloană care descrie starea 


de polarizare a undei incidente, atunci starea de polarizare a undei trans- 
mise va fi dată de expresia 


DRHE aaa 


matricea pătrată (* « — fiind specifică elementului optie respectiv. 


o . 
De exemplu, în cazul lamelei sfert de undă, cu axa principală eonţinută 
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IZA E ie A 1 
cate Erate a a 


în planul lamelei, matricea Jonss are forma, f i Înseamnă că, 
—i 

dacă pe o asttel de lamelă este trimisă o undă liniar polarizată, într-un 

plan înclinat cu pia față de planul secţiunii principale a lamelei, unda, 


transmisă va avea o stare de polarizare dată de expresia, : 


e S-a 


şi deci va fi o undă polarizată circular dex- 
trogir. 

Au fost realizate şi dispozitive optice, 
numite compensatoare, care pot produce o 
transtormare continuă a stării de polarizare : 

a undelor ce le străbat. În figura 7.7.9 este Fig: 1:79 

schiţat compensatorul lui Babinet, realizat din două prisme de spat cu 
axele optice reciproc perpendiculare, ce pot glisa una peste cealaltă. În 
felul acesta se obține o variaţie continuă a grosimii d = d, + d, a com- 
pensatorului şi respectiv a diferenţei de fază între cele două unde 


Tw 


Ag = [ind + noda) — (nod, + nda)] = 


= (n, — no)(dı — da). (7.7.16) 


d) Polarizarea prin bireîringenţă accidentală. S-a, constatat experi- 
mental că mediile optice izotrope devin anizotrope dacă asupra lor se- 
exercită acţiuni exterioare. Direcţia acțiunii devine axă optică principală, 
a mediului, iar la trecerea unei raze de lumină se va produce fenomenul 
de birefringenţă. 5 R : 

Birefringenţa mecanică apare în mediile solide izotrop-transparente, 
care sînt supuse acţiunii unor tensiuni elastice (fig. 7.7.10). O undă liniar 
polarizată ce străbate transversal un astfel de mediu va fi jtransformată 


într-o undă polarizată eliptic, fapt evidenţiat de trecerea luminii prin cei 
doi nicoli în cruce. 


Fig. 7.7.10 


: . . ... bil 

Acest fenomen, cunoscut sub numele de fotoelastiocitate, este utilizabi 

în piete optică a tensiunilor elastice din corpurile transparente, stu- 
diu ce se face cu ajutorul polariscoapelor, 
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Birefrin Va 
de către ef den ti (efectul Kerr) este descoperită în anul 1875 
trop.. Rupus aţi ȘI Constă in inducerea unei axe optice într-un mediu izo- 
» Supus acţiunii unui cîmp electric E (fig. 7.7.11). Se constată că 


no — n = KAD? (7.7.17) 


Fig. 7.711 


unde constanta K este de ordinul lui 10-11m/V?, putînd fi ati itivă 
cit şi negativă. Se observă că efectul nu depinde de ieri eat, 
Şi în acest caz, efectul se pune în evidență prin trecerea luminii prin cei 
doi nicoli în cruce, în prezenţa cîmpului electrice E. De aceea, sistemul 
respectiv, numit şi „celula Kerr”, poate juca rol de obturator de lumină. 
Se folosesc în deosebi celule Kerr cu medii lichide (nitrobenzen, bisulfit 
de carbon etc.) în care efectul se produce în intervale de timp foarte scurte 
(At<10-%s), existind astfel posibilitatea, realizării unor obturatoare care 
funcţionează practic fără inerție. 

De notat că există şi un efect Kerr magnetooptic, care constă în modi- 
ficarea, stării de polarizare a undelor reflectate pe suprafețele metalelor 
magnetice. La o incidență aproape normală, unda reflectată este polari- 
zată eliptic. 

Birefrimgența magnetică (efectul Cotton- Moutton) este asemănătoare 
birefringenţei electrice (dar mai slabă decît aceasta) şi apare sub acțiunea 
unui cîmp magnetic B. Şi în acest caz 


Nne — n = CAB? (7.7.18) 


Efectul este puternic în cazul soluţiilor de hidrat de fier, purtind numele 


de efect Majorana. 

Bfectul Pochkels. S-a constatat că o serie de substanţe cristaline trans- 
parente (BaTiO;, LiNbO,; LiTaO, GaAs etc.) îşi modifică indicele de 
refracție în prezenţa unui cîmp electric exterior. Acest efect, numit efect 
Pockels, oferă aplicaţii practice interesante ca modulator de frecvență 


şi redresor optic. 
Bfectul Faraday (polarizarea rotatorie magnetică). Acest etect apare 
într-un cîmp magnetic longitudinal, aplicat unui mediu izotrop (fig. 7.7.12), 


gi constă într-o rotire a planului de polarizare a luminii ce străbate un astfel 
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os 


de sistem. Unghiul de rotire ọ este dat de relația 


e = VIB (7.7.19) 


V fiind co; i Ver ' j i ă 
Cea 927 N lui Verdet, care depinde de lungimea, de undă a radiaţiei 
De altfel, fenomene de rotire a i d j inii 
 altiel, iei planului de polarizare a luminii sînt 
SEDAS încă din anul 1811, cînd Arago constată că la trecerea unei 
un : ; injar polarizate, în lungul axei optice a unei plăcuțe de cuarț, apare 
o rotire a planului de polarizare cu un unghi «, dat de expresia 


= [al (7.7.20) 


Aici [«]\ este un coeficient, numit putere rotatorie specifică. El depinde 
de lungimea de undă à, conform relației 


lek =A + = (7.7.21) 


Şi de temperatură. Fenomenul este cunoscut sub denumirea de activitate 
optică, fiind întîlnit la o serie de substanțe, numite optic-active (NaCl, 
zahăr monocristalin sau în soluție, cuarț, sulfat de stricnină etc.). Unele 
dintre aceste substanțe rotese planul de polarizare spre dreapta (dextro- 
gir), altele spre stînga (levogir). 

La soluții de zahăr, spre exemplu, se constată că 


a = AK 0-7 (7.7.22) 


C fiind concentrația substanței optic active. Pe baza relației (7.7.22) se 
poate determina concentrația C, măsurînd unghiul de rotație «, cu ajuto- 
rul polarimetrelor. ; ; 
Activitatea optică este determinată de structura nesimetrică axial 
a moleculelor mediului optic activ. Calitativ, se poate considera că unda 
polarizată plan este rezultatul interferenţei a două unde polarizate circu- 
lar (una dextrogir şi alta levogir). Dacă vitezele de rotaţie ale vectorului 
luminos în mediu optie activ sint diferite, atunci va rezulta o rotire a 


planului de polarizare (fig. 7.7.13). 


Fig. 7.7.12 Fig. 7.713 
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$ 78. ELEMENTE DE OPTICĂ GEOMETRICĂ 


a) Noţiunea de rază de lumină. În $ 6.10.4. s-a arătat că pentru 
unde electromagnetice cu lungimi de undă foarte scurte (2-0) se 
poate introduce noțiunea de rază, prin care se evidențiază direcţia şi sen- 
sul de propagare a energiei undei respective. În medii omogene, aceste 
raze sint linii drepte, definite dealtfel şi de teoria ondulatorie (vezi $ 2.5), 
ca linii perpendiculare la suprafeţele de undă. Este de remarcat însă 
faptul că prin introducerea noţiunii de rază în aproximația à—>0 se scoate 
în evidenţă posibilitatea, neglijării fenomenelor de difracție (și în general 
a altor fenomene specific ondulatorii) într-o serie de cazuri de interes prac- 
tie, cum sînt cele legate de obținerea imaginilor optice ale corpurilor ilu- 
minate — problemă studiată de optica geometrică. 

Optica geometrică, sau optica razelor de lumină studiază propagarea 
razelor de lumină prin diverse medii transparente, numite medii optice 
folosind în acest scop un limbaj geometric bazat pe legile reflexiei şi refrac- 
tiei luminii. Desigur că aproximajţia A—>0, în care sînt studiate fenomenele 
din optica geometrică poate fi extinsă şi la alte fascicule de particule utili- 
zate în obţinerea de imagini ale corpurilor, cum sînt fasciculele de elec- 
troni, neutroni etc., existind deci o optică geometrică electronică, neu- 
tronică, ete. 

Pentru a construi o descriere matematică a noţiunii de rază de 
lumină, şi a găsi legile care guvernează propagarea acesteia prin diverse 
medii optice se va presupune o undă luminoasă monocromatică plană în 
care vectorii electric E(r, t) şi magnetic H(r, t), variază în timp şi spaţiu, 
conform expresiilor 


Er, t) = Eyeitorkr; H(r, t) = H-en (7.8.1) 


iar în ecuațiile care descriu această undă se va face aproximația  A—>0. 
Se observă că expresiile (7.8.1) se pot transcrie sub forma 


E(r, t) = E(r)*; unde E(r) = Eerten = Epe t (7.8.2) 
H(r, t) = Hr)”; H(r) = He tote) (7.8.3) 


în care, conform cu (6.10.40), sau folosit notaţiile 


ARE (7.8.4) 
A 
I(r) = mreos(k, r) = nlr) > str) , (7.3.5) 


i acpi iului opti tiv (într-un 
fiind indicele de refracție absolut al mediului optic respec pen 
m up A acestuia), iar s(r) reprezintă parcursul geometric măsurat pe 
raza unei (fig. 7.8.1). 
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Funcția scalară I(r) = n(r) -s(r), dată de produsul dintre indicele 
de refracție al unui mediu optic şi parcursul geometric al razei de lumină 
în acel mediu poartă numele de drum optic. Drumul optic reprezintă, 
aşa cum se va vedea, în continuare, mărimea fizică principală cu ajutorul 
căreia, se pot descrie complet proprietăţile razelor 
de lumină. Într-adevăr, prin introducerea expre- 
siilor (7.8.2) şi (7.8.3) în ecuaţiile lui Maxwell, 
scrise în forma (6.10.34) şi (6.10.35) şi luînd în 
consideraţie faptul că V-E=0 şi V:H = 0, 
respectiv că se pot face transformări deforma 


V x Hr) =[V x H, — ik HX Vilr)Je- ut = 


= —ikĦH x VI (7.8.6) Fig. 7.8.1 
după calcule simple se obțin ecuațiile 
E(x) x V(r) — cu H(r) = 0, |H(r) x Vr) + cer) = 0 (7.8.7) 
Ar). Vr) =0 E(r). V(r) = 0. 
Eliminînd din primele două ecuații pe E(r) și particularizînd rezultatul 
obținut pentru medii optice nemagnetice (u = po; € = co, = M, 
vezi 6.10.39), rezultă 


-1 mx vx y cu = 0 (7.8.3) 
Ce E 


sau 
Vl- (H - VI) — H( VIP — epocos H = 0 
respectiv 
(VI = n2(r). (7.8.9) 


În coordonate carteziene, această ecuaţie are forma 
2 ð 2 ôl 2 
a J (a E = m(x, Y, 2) (7.8.10) 
GE ôy 02 
şi este cunoscută sub numele de ecualia eiconalului. Ea este o ecuație 
cu derivate parţiale pentru drumul optic Ur) al razei de lumină. 
'Pinînd cont de faptul că raza unei unde este linia perpendiculară la 
suprafețele de undă, adică la suprafeţele 
Iw, y, 2) = eonst. (7.8.11) 
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îns ă că stere i i x ; 
miar că e til ea lui (r) ne va permite să scriem o ecuaţie pentru 
e lumină. In acest scop, se va lua în consideraţie proprietatea vecto- 


rului gradient Vi(r) de a fi perpendi ; 
i k: ərpendicular pe planul tangent la supr 
de undă (r) = const., în punctul r, deci tangent la taja undei. p aa la 


inseamnă că vectorul VI(r) este paralel cu versorul t = ea al tangentei 
8 


la rază, aşa încît, avind î ia ei 
rază, așa , avind în vedere ecuaţia eiconalului (7.8 
scrie egalitatea Pe Aa e 


“n — = Vl(r) (7.8.12) 


Această relaţie reprezintă ecuaţia vectorială a razei. În general, este util să 
scriem ecuaţia (7.8.12) şi sub altă formă, care se obţine prin "derivarea în 
raport cu s a acestei ecuaţii. Prin transformări simple, în care se va ţine 
seama de ecuaţia eiconalului rezultă 


d dr d dr d dr 
n— | = VS ` VI) = — 
A a ds ) ds ax | $ AAA, 
sau 
d dr $ 1 
n=] == VI VvV) = — VK vY = V 
a a > (YD = ap YK VY n(1) 
deci 
d dr 
z e c e Za O .8. 
$ (n = nr) (7.8.13) 


Din această ecuație imediat rezultă că în mediile optice omogene, pentru 
care n(r) = const,. raza de lumină este rectilinie. Într-adevăr, întrucît 
în acest caz Vn = 0, din (7.8.13) se obține ecuația 


2 
de a (7.8.14) 
ds? 
ale cărei soluţii sînt dreptele 
Pas + a (7.8.15) 


a, şi a; fiind vectori constanţi, determinaţi de condiţiile iniţiale ale proble- 

mei. ; t 3 
Este de asemenea uşor de arătat că raza de lumină reprezintă în 

acelaşi timp și direcția de propagare a energiei luminoase ; cu alte cuvinte 


că vectorul intensitate luminoasă I este mereu tangent la raza de lumină. 
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Deci, în aproxi i i j 

$ proximaţia A —> 0, energia luminoasă 4 ăi i 
Pg : g oasă se propagă în lungul razei 
E îti aaa, tinind cont că vectorul intensitate energetică I, al unei 
i este dat de media în timp a vectorului Poynting Sp, pentru unda plană 
uată în considerație se va putea scrie 


il 
I, = (5) = T x He. (7.8.16) 


Dar, din prima ecuație (7.8.8) rezultă 


1 
Hë = — Eř x Vile) (7.8.17) 

i CHo 

şi deci 
1 1 
I, = —— E, x (Es x VI) = E- Eò- VL (7.8.18) 
2cuo Cuo 

Potrivit relației (6.3.16), märimea 

<w:) = 7 E, Ež (7.8.19) 


reprezintă densitatea volumetrică a energiei electrice, aşa încît dacă se ia 
în considerație şi energia magnetică (wg) a undei *, expresia (7.8.18) va 
primi forma 


I, = —Î wr): VI = < <w): Vi- (7.8.20) 
Cuo =0 N 
Înlocuind aici 3 
nii e = SA] ZU] (7.8.21) 
se obține 
L = Ê wyi = Kw = Ia (7.8.22) 
n 
unde 
1, = KY (7.8.23) 


itatea energetică definită în sens totometrie (vezi $ 7.2.) 
de mai sus (7.8.23) ne arată că la suprapunerea într-un 
acţiunile lor luminoase se cumulează şi deci 


Medin diy (7.8.24) 


reprezintă intens 
Rezultatul us 
punct a două raze de lumină, 


* Se arată ușor că în aproximaţia 2—0; (wg) = (wa): 
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Această concluzie reprezintă o lege fundamentală a o 
şi este cunoscuta lege a independenţei razelor de lumină, 
„____b) Principiul lui Fermat. Este interesant de remarcat că legile op- 
ticii geometrice pot fi deduse dintr-un principiu variațional, la fel pa 
legile mecanicii clasice derivă din astfel de principii (principiul minimei 
acţiuni (1.6.11), de exemplu). Acest fapt dezvăluie analogia dintre optica 
geometrică şi mecanica clasică, fapt remarcat de altfel şi § 1.6. 

; Pentru a înțelege semnificația şi importanţa deosebită a principiu- 
lui lui Fermat, să observăm că din ecuația razei de lumină (7.8.12) rezultă 
o consecință importantă cu privire la drumul optic I(r). Astfel, prin înmul- 
ţirea vectorială la stinga cu operatorul V a acestei ecuaţii şi luarea în seamă 
a faptului că V x (VI) =0, se obţine 


pticii geometrice 


dr 
VX (r) =V E (7.8.25) 
ds 
Pe baza teoremei lui Stokes însă, se poate scrie 


1 V x (nt)-dS = nas Z (7.8.26) 


din care rezultă 

Pa 

N nds = 1(P,) — KE) (7.8.27) 
P 


1 


ceea, ce înseamnă că valoarea, drumului optic între două puncte P, şi P 
ale unui mediu optic nu depinde de lungimea drumului geometric dintre 
aceste puncte (drumul optic este o diferențială totală exactă în raport cu 
coordonatele de poziție). ; Tr =. 

Potrivit principiului lui Fermat, raza de lumină străbate însă acel 
drum geometric, căruia îi corespunde un drum optic minim. De aceea, 
acest principiu este cunoscut și sub numele de principiul drumului optic 
minim, importanţa lui pentru optica geometrică fiind a ate celei pe 
care o are principiul minimei acţiuni pentru mecanica clasică. sa 

i a ui a a a lui Fermat se poate scrie sub următoarea formă 
variaţională 


i of nas | =0 (7.8.28) 


t P 
din care rezultă de fapt că pentru raza de lumină, drumul optic are o va- 


extremă (minimă, maximă sau staționară). 4 pa 
ere Valorile Ap ale drumului optic se obțin din condiţiile 


RER ELA E (1.8.29) 
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Aplicarea, acestor condiţii în studiul unor fenomene de optică geometrică 
(reflexie, refracție) devine un simplu exerciţiu de calcul. Spre exemplifi- 
care, se expune în continuare tratarea refracției razelor de lumină cu aju- 
torul principiului lui Fermat. 

Fie P,(0,y,, £,) punctul în care o rază de lumină incid entă (fig. 7.8.2) 
intersectează planul yOz, se re- 
tractă apoi la limita plană de se- 
paraţie dintre două medii (planul 
xOy) în punctul P(x, y,0) şi inter- 
sectează din nou planul 402, în 
Pa(0, Ya, 22). Atunci, admiţind că 
cele două medii sînt izotrope (n; = 
= Const., na = const.) avem 


Læ, y) = MS F nSz = 
= ma + (y — yH + 


+n? +(yz—y)? +2} (1.8.30) 
şi deci 


= pt = o| =o: ai 2105 (18:81) 
Sı S2 7 


Ol pa S a Va ea 
ôy sı S2 


[A 


(1.8.32) 


Prima condiție (7.8.31) arată că dacă raza incidentă şi raza refractată în- 
ţeapă planul y0z atunci ele se vor găsi în întregime în acest plan, adică vor 
fi coplanare cu normala la planul de separație în punctul de incidenţă. 
A doua condiţie (7.8.32) ne conduce la cunoscuta lege a refracției 


m sin i = ma Sin 7. (7.8.33) 


în mod analog se pot obține şi legile reflexiei. De notat, însă, că dacă se 
are în vedere că la reflexie unghiul de incidență este egal cu cel de reflexie 
şi se priveşte reflexia ca un caz particular al refracției, cînd sr a xi 
(fig. 7.8.2), atunci din (7.8.33) rezultă că pentru reflexie trebuie să luăm 
în această lege : 


pa E (7.8.34) 

c) Teorema Malus-Dupin. Este o consecinţă directă a principiului 

Jui Fermat și stabileşte că razele unui fascicul homocentrio divergent (fas- 
ciocul de raze ce pleacă dintr-un singur punct obiect O ; fig. 7 8.3) , care sînt 
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normale la o suprafaţă sferică, (So) cu centrul în O 
congruenţă normală îşi păstrează ace 
număr de reflexii și retracţii, adică rămîne normal la o anumită, 
($,;). De fapt, aceste suprafețe ($,) sînt suprafețele de undă și deci teorema, 
lui Malus-Dupin ne arată că între două suprafeţe 


a şi deci care formează o 
astă congruență şi după un anumit 
suprafață, 


(So) de undă, razele de lumină, străbat drumuri op- 
1 tice egale. 
= i) : Dacă fasciculul homocentric divergent ră- 
R < sti mine, după străbaterea mai multor medii optice, 


tot homocentric dar convergent, atunci punctul 

de convergență I al razelor, reprezintă imaginea 

stigmatică reală a obiectului O (fig. 7.8.4), iar 

Fig. 7.8.3 dacă tfasciculul homocentrie divergent rămîne 

după străbaterea mediilor optice tot homo- 

centric divergent, atunci punctul de convergenţă I’ al prelungirilor ra- 

zelor emergente reprezintă imaginea stigmatică virtuală a obiectului O. 

Păstrarea homocentrismului este condiţionată de prezenţa unor supra- 

feţe (S), numite suprafețe stigmatice, ca limite de separație dintre două 

medii optice diferite, care să satisfacă teoremei lui Malus-Dupin, adică 

să păstreze congruenţa fasciculului. De exemplu, pentru cazul a două 

medii izotrope de indici de refracție n, şi ng (fig. 7.8.5), suprafaţa de sepa- 
raiție ($,) va fi stigematică, dacă satisface condiţia 


n OA + n,- AI = const. (7.8.35) 


oricare ar fi poziția punctului A pe ($,). E, 
Suprafețele de separație a două medii optice care satisfac condiția, 
(7.8.35) sînt cunoscute subdenumirea de „ovale ale lui Descartes”. Ele 
au în general forme geometrice complicate, greu de realizat practic. Mediile 
optice (sticlele optice de exemplu) se delimitează de regulă prin suprafeţe 
(5) mai simple, de formă plană, sferică, parabolică ete. Aceste medii însă 
nu mai păstrează homocentrismul fasciculului de raze emergente, deci 


Fig. 7.8.4 
înt riguros stigmatice. Înseamnă că cu „astfel de 
ține o imagine punt- 


ă, sistemul numindu-se în acest caz astigmatic. 
derație separat razele 


aceste suprafeţe nu mai s a 
suprafeţe, despre un obiect punctual O nu se va mai ob 


tuală I, ci una volumetric I l 
Se poate demonstra geometric că dacă se iau în consi 
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incidente ale unui fascicul homocentrie, conţinute în secţiunile principale 
ale suprafeței (S), atunci razele emergente se vor reintilni după două linii 
drepte F, şi F, (normale una pe alta), numite focalele Iui Sturm, imaginea, 
lui O, ocupînd practic volumul dintre aceste focale. 

i „De multe ori însă este satisfăcător din punctul de vedere al calităţii 
imaginii şi un sistem aprovimaliv stigmatic, în care caz imaginea, volume- 
trică I este de dimensiuni foarte reduse. Așa, stau lucrurile pentru fascicule 
puţin divergente, în care razele se propagă aproape paralel între ele. 

d) Reflexia și refracția razelor de lumină pe suprafeţe sferice. Fie 
două medii optice izotrope, de indici de refracție n, şi n, (fig. 7.8.6), sepa- 
rate între ele printr-o suprafată (calotă) sferică de rază R = const. (sistem 
numit dioptru sferic) şi fie O sursa de lumină punctiformă, aşezată pe axa 
care uneşte centrul C al sferei cu virful V al dioptrului, numită şi axă 
optică principală a dioptrului. Vom încerca să găsim poziţia imaginii apro- 
ximativ stigmatice Z, dată de dioptru în ipoteza că razele fasciculului sint 
puţin înclinate faţă de axa optică (fasciculul este paraaxial). O astfel de 
aproximaţie, numită aprozimația lui Gauss, permite rezolvarea imediată, 
a problemei, plecind de la legea refracției (7.8.33) şi folosind următoarele 
„reguli ale semnelor” : lungimile se măsoară de la virful V ál dioptrului şi 
vor fi pozitive dacă acest sens de măsură coincide cu sensul de propagare 
al razei şi negative în caz contrar ; lungimile orientate normal pe axa op- 
tică se iau pozitive dacă se găsesc deasupra axei optice şi negative în cazul 
cînd se găsesc sub această axă ; unghiurile se măsoară față de axa optică, 
(sau față de normala la (S)) şi sînt pozitive dacă se măsoară în sens orar 
„şi negative în caz contrar. 


Cu condiţiile de mai sus şi în aproximaţia faseiculelor paraaxiale, 
putem scrie relaţia (7.8.33) sub forma 


m(— î) = na(— 7). (7.8.36) 
Dar, din triunghiurile OAC şi AOI rezultă (fig. 7.3.6) 


—i =o Uy; STS h (1.8.37) 
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şi deci 


nlo — w) = nhw — up). (7.8.88) 
Cum unghiurile i sint i mi e 
unghiurile w, 44 Şi ə sînt de valori mici, avem 
te(— w) 2 — n = EON ; x i 
S 1) 1 EFEN tgus X Us =—; tgo Xw a 
1 Sa R 
| (7.8.39) 
aproximaţii care introduse în (7.8.38 ie i 
i ) se .8.38) conduc 1 Xpres iantă 
să ) 16 la o expresie invariantă de 
Q = m (3 = 1 (7.8 
e Sp | SS ES ea pa [oa e 70 7.8.40 
R si R 82 ) 


numită şi invariant Abbé de ordin zero. 
a] tA, > . n Da 
Se vede că cu (7.8.39), din (7.8.38) rezultă relaţiile 


n n Na — h 
=- sau die ap da. = a (7.8.41) 
sı Sa R si S2 


cunoscute ca formule ale dioptrului sferic*. În a doua expresie (7.8.41) mă- 
rimile 


mR a nah 


HN — No Ng = Nai 


(7.8.42) 


reprezintă distantele focare obiect, respectiv imagine, adică depărtările faţă 
de V ale focarelor F, şi Fa în care se adună fasciculele paralele cu axa 
optică principală (ce vin dinspre spaţiul imagine, luat în dreapta şi dinspre 
spaţiul obiect, luat în stinga dioptrului). De notat că dacă se marchează 
poziția, obiectului O şi a imaginii J, nu în raport cu vîrful V al dioptrului, 
ci în raport cu cele două focare F, şi Fala = Sı =p + Ma > Sa =j). 
atunci a doua formulă (7 .8.41) se reduce la forma 


Lita = fafa (7.8.43) 


fiind cunoscută ca formula lui Newton. ; z e 3 
Trecerea de la dioptrul sferic la oglinda sterică se va face imediat, 


folosind condiţia (7.8.34). Se va obţine formula 


Er n ie es (7.8.44) 
E E ESA if 
2 . .. 
Haa 2, reprezentind distanţa focală a oglinzii. 
2 
AI MI n a Arde, 
* Formula dioptrului plan se obține din prima expresie (78.41) tăcind R —> 00 
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e e i 
—— - 


Fig. 7.8.7 


Raportul 


m(— i) = mor) 


respectiv 


LS S2 
şi deci Y se mai poate exprima prin raportul 


ye a usa 
ha Nası 


egalitatea 


mht = Noh aUo. 


De remarcat că un dioptru sferic este aproximativ stigmatic nu numai 
pentru obiecte punctiforme aşezate pe axa optică, 
minoase plane, de dimensiuni mici, situate normal 1 
De exemplu, în cazul unui obiect luminos liniar, de lungime h, (h, &F, 


ci şi pentru obiecte lu- 
a axa optică principală. 


S}, S2) se va obţine o imagine liniară de lungime ha şi răsturnată (fig. 7.8.7). 


(7.8.45) 


poartă numele de mărire transversală (pentru Y 20, imaginea va fi ne- 
„ răsturnată, respectiv răsturnată). Dacă se ține seama de legea, refracției 
| (7.8.33), atunci în condiţii de paraaxialitate, pentru raza 0'VI' avem 


(7.8.46) 


În sfîrşit, pinîndu-se cont de primele două condiții (7.8.39), din (7.8.46) 
rezultă că astigmatismul aproximatiy este realizat dacă este satisfăcută 


(71.8.41) 


Acest rezultat este cunoscut sub numele de teorema Lagrange-Helmholta. 
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( la biect A, § » din planul imagine 4s, cu alte cuvinte planele 
obiect şi imagine, sînt plane conjugate între ele. Aceasta, înseamnă, că dacă, 
obiectul luminos se plasează în locul imaginii, imaginea se va forma, în locul 
obiectului, existind o perfectă reversibilitate în mersul razelor de lumină, 
Planele conjugate pentru care Y = +1 se numesc plane principale. 

e) Lentile subțiri. Lentila este un mediu optic delimitat fată de un 
alt mediu optic prin două suprafeţe curbe (în general sferice). Lentila, este 
subțire dacă grosimea ei d este mică în comparaţie cu razele de curbură, 
R, și Rz ale celor două feţe (fig. 7.8.8). Dreapta ce trece prin cele două centre 
de curbură C, şi 0, ale feţelor lentilei este axa optică principală iar planul 
normal la această axă, care trece prin centrul V este planul principal al 
lentilei (pentru că acesta satisface condiţia Y = +1). 

ntrucit o lentilă subţire este formată din asocierea a doi dioptrii 
sferici, se poate afirma că lentila subţire este un sistem aproximativ stig- 
matic pentru fascicule de lumină paraaxiale. În acest caz, imaginea dată de 
lentilă poate fi construită admiţind că imaginea T’ dată de primul dioptru 
reprezintă obiect pentru al doilea, iar imaginea I dată de către acesta este 


în acelaşi timp imaginea dată de lentilă. Conform expresiei (7.8.41) putem 
deci scrie 


Ny — N n n m — n 
Sna, A (1.848) 


Na Na __ 
—— 4 = ; - 
s1 82 I s;, S2 A 


Făcând suma celor două expresii, obținem 


A (A D( TA m e pg E aa 


n 
5 S2 1 


| 


expresie care reprezintă formula lentilelor subțiri. Din aceastà formulă se 


observă că pentru un obiect situat la infinit ($1 = — co), imaginea se for- 
mează în focarul imagine Fa, situat la distanță focală 
L £ L (7.8.50) 
E ln = D mai, 
s (no | Ti =) 
2 
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În mod analog, pentru un obiect aşezat în focarul obiect F}, imaginea se 
va forma la infinit ($, = co), rezultind că în cazul lentilelor subțiri foca- 
rele sînt situate echidistant faţă de lentilă, adică 


În = fa (7.8.51) 


Lentila, este convergentă dacă f> 0 și divergentă dacă f <0. Pentru cazul 
cînd n > n, se observă că sint convergente lentilele biconvexe, plan con- 
vexe şi meniscurile convergente (R> R,) şi divergente lentilele biconcave, 
plan concave şi meniscurile cu Iad Elite 

Cu (7.8.50) şi (7.8.51), formula lentilei (7.8.49) primeşte forma, 


cler pe ta, (1.8.52) 


Mărimea 


1 
== (7.8.53 
F ) 


reprezintă puterea optică a lentilei şi se exprimă în dioptrii (f fiind luat în 
metri). i 4 

În instrumentele optice se folosese adesea asociații de lentile subțiri, 
lipite între ele. Puterea dioptrică a unei astfel de asociații este dată de suma 


algebrică 
d= 34 (7.8.54) 


.f) Aparate optice. Sint sisteme formate din diverse medii optice 
(lentile, oglinzi, dioptri ete.), cu ajutorul cărora se obţin imagini plane des- 
pre corpuri iluminate. Aproape toate aparatele optice formează imagini 
mărite în comparaţie cu obiectul, respectiv unghiul u’ sub care se vede 
imaginea dată de aparat este mai mare decît unghiul u sub care se vede 
obiectul cu ochiul liber. 

Mărimea 


ui a (7.8.55) 


se numeşte grosisment sau putere de mărire a aparatului. Astăzi există o 
mare varietate de aparate optice. Majoritatea, sînt formate din combinarea 
a două sisteme optice : un obiectiv şi un ocular, montate în tuburi cilindrice 
care delimitează un anumit fascicul incident de lumină (prin pupila de 
intrare, vezi fig. 7.8.9). 

Principalele clase de aparate optice sînt: telescoapele, microscoa- 
pele, aparatele de proiecţie și lupele. Telescoapele (inclusiv lunetele), 
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sînt sisteme la care planul focal im 
tocal obiect al ocularului. Despre 
dau imagini mărite de 


agine al obiectivului coincide cu planul 
obiecte situate la infinit, aceste sisteme 


mb (7.8.56) 


Diafragmă 
ae in at 


Fig. 7.8.9 


Microscoapele sint de asemenea sisteme formate din obiectiv şi ocular, 
dar la care cele două plane focale sînt distanţate între ele (cu valoarea A). 
Obiectul este plasat lingă planul focal obiect al obiectivului, care va da o 
imagine reală, mărită şi inversată, observabilă prin ocular. Puterea de 
mărire a microscopului este dată de expresia 


= ai ară 
fi f 


D fiind distanța minimă a vederii optime (D = 0,25 m). 

Aparatele de proiecție sint sisteme optice care formează imagini 
reale mărite (sau micşorate în cazul aparatelor de fotografiat). În sfirşit, 
lupele sînt formate din una sau mai multe lentile lipite, cu distanța focală 
scurtă, care aşezate în aşa fel încît obiectul de observat să se găsească 
în planal lor focal, vor dă o imagine virtuală şi mărită pe retina ochiului 
observatorului. În acest caz 


M (7.8.57) 


D 
i pisi (7.8.58) 
a 


Desigur că în studiul aparatelor optice intervin şi alte probleme, le- 
gate de performanţele acestora (putere de separare, corectarea aberaţiilor, 
luminozitatea etc), care pot fi găsite in tratate de specialitate [41, 64]. 
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